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Capitulo 1

Maquinas de Turing

En este capitulo se presentan las maquinas de Turing. Estas maquinas son méas poderosas computacio-
nalmente que los autématas de pila. A primera vista una maquina de Turing se parece a los autéomatas
vistos en los capitulos anteriores. Al igual que los autématas de estados finitos, y los automatas de Pila, las
maquinas de Turing tienen un numero finito de estados y una cinta de donde pueden leer. No tienen una
pila, pero pueden escribir sobre la misma cinta que leen. En cada instante, el autémata, dependiendo del
estado en el que estd y del simbolo que esta leyendo, pasa a otro estado y puede escribir un simbolo en la
cinta y moverse a la izquierda o a la derecha en la cinta. El poder escribir y devolverse es lo que le agrega
poder computacional a las maquinas de Turing.

1.1. Definciones

La descripcion formal de una Maquina de Turing se enuncia a continucacién:
Definicién 1. Una mdquina de Turing es una cuddrupla: (Q,X, qr,0) donde:

s @ es un conjunto finito de estados,

= Y es un alfabeto finito que incluye el simbolo # que representa el blanco.

m g7 € Q es el estado inicial

"0 (@ XXE) = (QU{DY X (B x(—=,4)) es una funcion transicion.

La funcién de transicién de estados sirve para indicar el comportamiento de la méquina al estar en un
estado dado y leyendo un simbolo en la cinta de entrada. Esta es una funcién parcial. Esto quiere decir, que
puede haber parejas (estado, simbolo) para las cuales la funcién no estd definida.

El comportamiento de la méquina estd dado por la funcién de transicién:

» Sid(q,0) = (q1,p,—), esto quiere decir que que si estd en un estado ¢, leyendo o, escriba p, mueva la
cabeza lectora a la derecha y pase al estado ¢;.

» Sid(q,0) = (g1, p, <), esto quiere decir que que si estd en un estado ¢, leyendo o, escriba p, mueva la
cabeza lectora a la izquierda y pase al estado q.

» Sid(g,0) = (0O, p,—), esto quiere decir que que si estd en un estado ¢, leyendo o, escriba p, mueva la
cabeza lectora a la derecha y detenga la ejecucién.

» Sid(q,0) = (0O, p, <), esto quiere decir que que si estd en un estado ¢, leyendo o, escriba p, mueva la
cabeza lectora a la izquierda y detenga la ejecucién.
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La ejecuciéon termina normalmente, si se ejecutan cualquiera de las dos tltimas instrucciones descritas
arriba. También puede detenerse si para algiun estado y algtiin simbolo, no esté especificado qué accién se
debe tomar. La ejecucién también termina si la cabeza lectora se sale por el extremo izquierdo de la cinta,
y en este caso terminaria en error.

La configuraciéon de una maquina de Turing estd dada por el estado en que se ecuentra, el contenido de
la cinta de entrada, y la posicién de la cabeza lectora sobre la cinta. Asi la cinta de entrada sea infinita, nos
interesa sdlo la parte de la cinta que no estd compuesta sélo de blancos. Para los problemas que vamos a
ver, la porcién de la cinta que no estd en blanco es finita. Por lo tanto, podemos decir que la cadena sobre
la cinta es de la forma: w# .

Podemos definir formalmente la configuracién de una maquina de Turing asi:

Definicién 2. Dada una Mdquina de Turing M = (Q, %, qr,6), una configuracién de M es una tripla
H{q,w,p) € (QU{O} x X *x xN. Esto indica que la M estd en el estado q. que la cinta lectora tiene una
cadena de la forma w# ™ y que la cabeza lectora estd en la posicion p de la cinta.

Por ejemplo: suponga que: w = o7...0,-10,, donde o, = #; estamos leyendo o;; y estamos en el
estado ¢. Podemos representar la configuracién asi: (¢,01...0;...0,-10y), subrayando el simbolo que se
estd leyendo. Si se estd en una configuracion en que el estado es (), se sabra que el cdlculo ha terminado sin
problemas. Si estamos en una configuracién: (¢,01...0;...0,-104), ¥ d(q,0;) no esté definido, la ejecucién
estd detenida.

Definicién 3. Decimos que una configuracion K es alcanzable en un paso de una configuracion C, y escri-
bimos C = K si:

2 C=(q,01...04...0n_10y) (coni<n), §(q,0t) = (q1,(p,—=) y K = (¢, 01...p0iy1...0n_10p).

v St la mdquina de Turing estd en una configuracion: (¢,01...0;...0n_105), (con 1 < i), si 6(q,00) =
(g1, (p, ) entonces pasaria a la configuracion: (¢,01...0;—1p...0pn_10n).

= Si la mdquina de Turing estd en una configuracion: (q,01...0;...0n-104), Yy si 0(q,00) = (q1, (p, =)
entonces pasaria a la configuracion: (q,o1...0;...p#).

» Si la mdquina de Turing estd en una configuracion: (q,01...0y), si 6(q,01) = (q1, (p, ) entonces la
ejecucion terminaria abruptamente pues la cabeza lectora no puede moverse a lizquierda a partir de esa

POSICLON.

Si podemos pasar de una configuracién C; a otraC,, en un paso, ecribimos C7 = C,,. Si podemos pasar
de de una configuraciéon C7 a otraCs en cero o mas pasos escribimos: Cy =* C),

Definicién 4. Decimos que una configuracion C, es alcanzable en cero o mds pasos a partir de C si:
 C1=C),
u Cl = Cn

= FExiste una configuracion C tal que Chy = C y C =* C,,.

1.2. Extensiones a la definicion
Es 1util extender la definicién de maquinas de Turing para que pueda mover la cabeza sin leer y que pueda

leer sin avanzar o retroceder. También, seria util poder hacer que ignore la cinta al leer o escribir. Esto no
le agrega poder computacional pero puede hacer que sea mas facil describir ciertos calculos.
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1.2.1. Operacion Nula

Comenzamos extendiendo las Méquinas de Turing, agregando la acciéon de no mover la cabeza lectora.
Si hacemos esto, la funcién de transicion tendria la siguiente forma:

0:(QxX) = (QU{O} X (B X (—=,,4))

Esto no agrega poder computacional. Podemos ver que si tenemos un maquina de Turing con la operacién
<, es facil construir una maquina de Turing con el mismo comporamiento, que no tiene esta operacién.

Teorema 5. Toda mdquina de Turing extendida con la operacion <> puede convertirse a una mdquina de
Turing equivalente que no tiene esta operacion.
Considere una mdquina de Turing con la operacion <>

T= (QaZ»QI»(s)

Podemos construir una mdquina de Turing equivalente que no contiene esta operacion asi:

T = (Qla Ea qr, 5/)

Sea Q' =QUqy,:peQR
Suponemos que QN Q" =0
Definimos 8’ asi:

» Las transiciones que no tienen <> no cambian: §'(q,0) = (p, p,op) si 6(q,0) = (p, p,op) y op £+

= Las transiciones tienen NOP, se cambian por una transicion al estado q, moviéndose a la derecha:
§'(q,0) = (ap, p, =) si 0(q,0) = (p, p, ).

» Agregamos transiciones para cada g, para que pase al estado p moviendose a la izquierda con cualquier
stmbolo y volviendo a escribir el mismo, para asi no cambiar la cinta. §'(gp, p) = (p, p, <) para cada
p € Q y cada pind

1.2.2. Ignorar la cinta

Podemos también extender la maquina para ignorar la cinta. Es decir, para que ejecute la accién inde-
pendientemente de lo que hay en la cinta y para que no escriba nada en la cinta.
LA funcién de transicién entonces quedaria asi:

§:(@x (BU{A}) = (QU{O} x (BU{A}) x (=,4-,4))

Donde

d(g,A) = ... indica que para cualquier simbolo del alfabeto se ejecute la accién.

0(g,¢) = (A...) que no se escribe nada y se deja tal como estd.

Es facil ver que estas transiciones. A pyuden reemplazarse por una transicién por cada simbolo del alfabeto
para quedar con una maquina sin transiciones |lambda.

Sin embargo estas transiciones-\ podrian agregar no determinismo si tenemos una mezcla de transiciones-
A con transiciones normales saliendo de un mismo estado. Lo cual en si no es problema, ya que las Maquinas
de Turing no-deterministicas tienen el mismo poder computacional que las deterministicas, Sin ambargo,
podria ser problemético para su simulacion. Si queremos evitar esto se debe garantizar que:

= Si existe una transicién que salga de un estado g, que se active al leer A, no debe existir ninguna otra
que se active con algun o € ¥

= Si existe una transicién que salga de un estado g, y que escriba A, no debe existir una que escriba otra
cosa.



Teorema 6. Si tenemos una Mdquina de Turing con transiciones que se ejecutan al leer X (es decir, igno-
rando la cinta) y que permiten escribir X (es decir, no escribir nada), podemos construir una mdquina de
Turing equivalente que no lee A ni escribe \.

Lo que queremos hacer, entonces, es cambiar las transiciones que tienen A por transiciones equivalentes
que no tienen \.

» Cambiamos las transiciones que leen o (un simbolo distinto de X) y no escriben nada (transiciones de

la forma: 6(q,0) = (p, A, 0p)) por la transicion: 6(q,0) = (q,0), una transicion en la que se escribe lo
mismo que se lee.

s Cambiamos las transiciones que ignora la cinta y escribe p (un simbolo distinto de \) - transiciones
de la forma: 6(q,\) = (p, p,op) por transiciones: 6(q,0) = (p, p,op) (una por cada o € 33).

» Cambiamos las transiciones que ni leen y escriben (transiciones de la forma: §(q,\) = (p, A, 0p)) por
transiciones: 0(q,0) = (p,0,0p), una por cada ceny

Formalmente: ' = §
{((a,N), (p, A o))} U{((g,0), (p,0,0p)) : 0 € X, }

1.3. Representacién Grafica

Graficamente, podemos describir una maquina de Turing con un multigrafo donde los nodos representan
estados y los arcos las transiciones. Los arcos se etiquetan con el simbolo que se lee seguido del simbolo /
seguido de una pareja Instruccion(c), donde instruccién puede ser =, < o <.

Si tenemos que d(q, o) = (p, p, act), esto se dibujaria asi:

1.4. Ejemplos

1.4.1. Shift Left

Problema: La maquina comienza en una configuracién de la forma: #0105 ...0, y termina en una confi-
guaracién: #os . ..o, Para facilidad suponga que o; € {0,1} para 0 < i < n. Tenemos entonces:
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1.4.2. Invertir una cadena

Problema: La maquina comienza en una configuracién de la forma: #0103 ...0, y termina en una confi-
guaraciéon: #o,, ...o1. Donde tanto al principio como al final, la cabeza se encuentra al principio de la cinta.
Para facilidad suponga que o; € {0,1} para 0 < i < n. Tenemos entonces:
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1.4.3. a"b"c"

En el Capitulo 2, vimos que este lenguaje no es independiente del contexto. No podemos construir un

autéomata de pila que lo reconoza.

Vamos a suponer que comenzamos en una configuracién #w y terminamos en una configuracién en la
que hemos escrito Y si la cadena estd en el lenguaje y N de lo contrario.

beginexample Considere el lenguaje {a"b™c™ : n < 0}. Este es un lenguaje que no es independiente del
contexto (ni regular). Para reconocer este lenguaje debemos leer una a y aseguranos de que haya tanto una

b como una ¢ por esa a.
Para facilidad, vamos a suponer que comenzamos en una configuracién que tiene la siguiente forma:

Ho#”

Queremos una Méquina de Turing que comience en esta configuracién y si

w € {a,b, c}x*

w=a"b"c"

entonces la Maquina debe terminar en una configuracion:
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Yy

sin importar qué esta a la derecha o a la izquierda de Y.

A continuacién explicamos el comportamiento de la méaquina.

1.4.4. Dividir por 4

Al igual que en los autématas podemos definir las méquinas usando férmulas en lugar de dibujos.

Suponga que queremos definir una méaquina de Turing que comienza en el extremo izquierdo de la cinta
donde aparece una cadena de digitos y queremos escribir el resultado de dividir el niimero que aparece en la
cinta por cuatro (ver el ejemplo del trasductor del capitulo 1), esta méquina se describe asi:

u Q = {07 172337R17R27R3}
» ©={0,1,2,3, R, #}

" gr=0

La funcién de transicién la escribimos asi:

e i(s,d)=((10-s)+d
* 5(0,#) = (O, (#, ¢)
e 0(d,#) = (Ra, (R,=)
e §(Ra, #) = (O, (d,=

~—

mod4, (((10-s) +d) +4),—), parad € 1,2,3,4

—_

para d # 0

~

)

Comenzamos leyendo el nimero de derecha a izquierda. Tenemos 4 estados para esta fase que indican
cuanto se lleva de la divisién anterior.

Para la fase final tenemos 3 estados para escribir el residuo.

Esta serfa la traza de la ejecucion de la maquina con el nimero: 12345

1.4.5. Otras extensiones

Existen otras extensiones de Maquinas de Turing; ninguna de las cuales agrega poder computacional.
Simplemente, agregan poder de expresion.

» Mdquinas con una cinta infinita en ambas direcciones
s Méquinas no determinisiticas
= Méquinas con dos cintas

» Maquinas con mds de dos cintas (pero el nimero de cintas debe ser predeterminado)



1.5. Mejorando la notacion

Buscamos mejorar la notaciéon para que la descripcion de las méquinas no sea tan engorrosa. Para esto
necesitamos dos conceptos: maquinas atémicas sencillas que ejecutan procesos simples y combinacién de
maquinas.

1.5.1. Maquinas Sencillas

En esta seccién se definen unas maquinas de Turing que ejecutan acciones simples. Estas luego pueden
combinarse para realizar tareas mas complejas.

Moverse a la derecha

R = ({¢},%,q,0R)

Donde
JR(qv )\) = (07 >‘7 :>)

1.5.2. Moverse a la izquierda

L= ({q}7 Za q, 5L)
Donde

5L(Q7 >‘) = (Oa )‘a ¢)

1.5.3. Escribir un simbolo: o

WU = ({q}v Za q, 5W)
Donde
6Wa (q7 >‘) = (Oa g, <:>)
1.5.4. Moverse a la derecha hasta encontrar un simbolo dado, o

Esta maquina hace las siguiente secuencia de operaciones:

1. Se mueve a la derecha

2. Si esta leyendo el simbolo o, se detiene; de lo contrario, vuelve al paso 1

R, = ({Q7p}7 Za q, 5R)

Donde
5R:o' (qv >‘) = (p7 )\» R)

Or_.,(p,o) = (0,0, NOP)

Para p # o:
5R:g(p7p) = (papa :>)
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1.5.5. Moverse a la izquierda hasta encontrar un simbolo, o
Esta maquina hace las siguiente secuencia de operaciones:
1. Se mueve a la izquierda

2. Si esta leyendo el simbolo o, para de lo contrario vuelve al paso 1

L=o‘ = ({Qap}a 27 q, 6L)
Donde
5L:<7 (Q7 )‘) = (pa >\a R)
6L:g (p7 O-) = <07 g, NOP)
Para p # o:
6r_,(p,p) = (p.p, )
1.5.6. Moverse a la derecha hasta no estar leyendo un simbolo dado, o
Esta maquina hace las siguiente secuencia de operaciones:
1. Se mueve a la derecha

2. Si esta no esta leyendo el simbolo o, para de lo contrario vuelve al paso 1

R;ﬁa = ({Q7p}a Ev q, 6R¢a)
Donde
6R¢G (q7 /\) = (p7 )\7 R)
6R¢g(p7 U) = (p7 g, NOP)

Para p # o:
5R¢U(p> p) = (O7P>§)

1.5.7. Moverse a la derecha hasta no estar leyendo un simbolo dado, ¢
Esta maquina hace las siguiente secuencia de operaciones:
1. Se mueve a la derecha

2. Si esta no estd leyendo el simbolo o, para de lo contrario vuelve al paso 1

R#U = ({Qap}7 Zan 6R7gg)
Donde
5R¢a (Q7 A) = (p7 >‘7 R)
5R¢U (p, 0) = (p7 g, NOP)

Para p # o:
6R¢g(p7p) = (O7p7:>)

1.5.8. Combinacién de maquinas

Las maquinas de Turing pueden combinarse agegando una operacién que es una llamda a otra maquina.
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1.5.9. Una nueva notacién

La notacién para describir maquinas de Turing puede resultar un poco engorrosa. En los ejemplos mos-
trados arriba, velfamos que acciones como buscar un simbolo, requieren muchos estados. Muchos autores,
introducen una notacién en la que priman las operaciones. Se tienen algunas operaciones basicas, e inclusive
se pueden definir médquinas méas complejas y conectarlas. En este caso, los nodos son operaciones y los arcos se
etiquetan con simbolos que permiten el paso de una operacién a otra. Esto en realidad, lo que esta haciendo
mostrar en un diagrama la forma en que se combinan las maquinas simples que se describieron arriba.

Estas méqunas representan las sigientes operaciones basicas.

= Moverse a la derecha sin escribir. Es lo mismo que tener la siguiente transicién.
= Moverse a la izquierda sin escribir

= Moverse a la derecha hasta encontrar un simbolo dado. Note que se mueve a la derecha. Si es el simbolo
dado entonces ya termina. se vuelve a mover a la derecha.

= Moverse a la derecha hasta que no esté leyendo un simbolo dado
= Moverse a la izquierda hasta encontrar un simbolo dado
= Moverse a la izquierda hasta que no esté leyendo un simbolo dado

s Escribir un simbolo

Ejemplo 1. Digamos que queremos verificar si se estd leyendo una cadena de la forma : #a?™. paran > 0

Primero vamos a verificar que la cadena esté formada sélo con a’s, antes de comenzar el proceso. Luego
volvemos al principio de la cinta.

De haber al menos 1 a. Entonces comenzamos marcando esa a, cambidndola por X. Estamos entonces
en esta situacion: Xa™ donde m+1 es de la forma 2n.

Lo que hacemos es ver si se pueden multplicar las X por 2. Es decir, pasar de esta configuarcion a X Xa™
y luego XXX Xa™, y asi sucesivamente.

Estamos entonces replicando la secuencia de X’s siempre y cuando haya a’s.

Para esto hacemos lo siguiente: marcamos la X con una M y avanzamos buscando una a. Si la encontramos
la marcamos con una H. Si encontramos blanco, hay un error. Al buscar la a, pueden también aparecer a s
marcadas con H. Sabemos que hemos terminado de duplicar las X cuando encontramos una H en lugar de
una X. En ese caso tenemos que cambiar las H, por X. Si después de la ultima H, hay una z es por que
debemos sequir multiplicando por dos.

Ejemplo 2. Este se habria podido hacer mdas facilmente combinando mdquinas asi:

1.6. Equivalencias

En esta seccién veremos como simular los autématas vistos en capitulos anteriores con maquinas de
Turning.

1.6.1. Autémata Finito

Digamos que tenemos un autémata finito deterministico definido asi:

M = (Q7ZanaF56M)
donde {#,d,®} ¢ ¥y O ¢ Q. Entonces la mdquina de Turing defininida as:

T=(QuU{O}, XU {# d,x},q,0r)
donde:
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v 0p(q,0) = (0(¢q,0),(0,—)) para o € T
» 0r(q, #) = (O, d) para g € F
v Or(q, #) = (O,R) para g ¢ F

simula el comportamiento del autémata M. Terminando correctamente escribiendo & si la cadena es
aceptada, y escribiendo X de lo contrario.

Sea w =01 ...0,4, Si T comienza en una configuracién (g7, o1 ...05):

s Siw € L(M), entonces la méquina de Turing terminarfa en la siguiente configuracién: (O, 01 ...0,

=

» Siw € L(M), entonces la méquina de Turing terminarfa en la siguiente configuracién: (O, 01 ...0,

Ix

1.6.2. Automata de Pila

Haremos la equivalencia para un autémata de pila simplificado.
Un autémata de pila simplificado es de la forma:

M:(Q’E7F’Sﬁf’A)

Donde:
AC(@Q@x(BUXNX(TUN)x(Qx(T'UN)
Y:
((g,a,b),(p,c)) EA= (b= c#N)

Recuerde que lo que indica esta regla es simplemente que las reglas s6lo pueden empilar o desempliar un
tnico simbolo. Sélo pueden ser push o pop. No puede ser Skip, pushOn, changel op.

La méqina de Turning extendida correspondiente se construiria asi:

Vamos a construir una maquina de Turing tal que para todo w € L(M) si la mdquina comienza en una
configuracién #w en el estado inicial terminard en un estado: fd¢ y para cada w ¢ L(M) si la méaquina

comienza en una configuracién (), #w en el estado inicial terminara en un estado: (), K¢ o trancada por
no poder seguir.

Comenzamos:

T = (Qr,27,qr7, 01

Inicialmente:

» Qr = QU{qr}
» 37 =X UT{$} donde $ es un simbolo que no estd ni en X ni en Gamma.

Vamos a agregar unas reglas que le permiten a la maquina pasar de la configuracion:

(qr7,#w) a la configuracién: (g7, w$)

donde estd parado en el primer simbolo de w o en el blanco siguiente si w es vacio.

Estas serfan las reglas d(qr7, #) = (Gmark, (#,=")) y para cada o € ¥ agregamos la regla §(¢mark, o) =
(¢mark, (0,=)) v ademads la siguiente: §(¢mark, #) = (Gmarkr, (3, <)) El estado markR sirve para devolvernos
a principio: 6(QmarkR7 U) = (Qmarld% (Ua <*)) 5(QmarkRa #) = (q17 (#7 H))

Vamos a agregar estados que nos serviran para empilar un valor en la pila y volver a donde ibamos
leyendo.

delta(qpusn,,o) = (delta(qpush,, (0, —)))

delta(qpusn,,3) = ((Ppush, 1 —)))

delta(gpusn,:$) = ((Ppush,» 1 —)))
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