Capitulo 4

Automatas de Pila y Gramaticas Independientes del Contexto

4.1 Introduccion

En el Capitulo 2 se vieron los autématas de estados finitos y su relacién con las expresiones regulares. En este
capitulo se verén los autématas de pila y su relacion con las graméticas independientes del contexto. Los
automatas de pila tienen memoria representada en forma de una pila lo que les permite reconocer una clase de

lenguajes méas grande: los lenguajes independientes del contexto.

Un automata de pila es una maquina con un ndmero finito de estados, una cinta de entrada y una pila. El
automata lee cadenas de simbolos de longitud finita de la cinta de entrada que es infinita’. El comportamiento de
la maquina esta determinado por el estado en que se encuentra, el simbolo o simbolos en el tope de la pilay el o
los simbolos en la cinta de entrada. Para cada estado y dependiendo del tope de la pila, al leer uno o varios
simbolos de la cinta de entrada cambia de estado, empila o desempila de la pila y avanza en la cinta de entrada.
En la maquina de la figura de abajo, en el tiempo k esta leyendo sk y esta en el estado i y la pila tiene la el

simbolo on en el tope. La cabeza lector Gnicamente puede avanzar.

On

S1 | S2 Sk | Sk

Estas maquinas también pueden usarse para reconocer lenguajes. Es decir, para leer cadenas (secuencias de
simbolos) y determinar si pertenecen o no a un lenguaje dado. También sirven para describir el comportamiento

de ciertas maquinas.

! Es decir, las cadenas son de longitud finita, digamos n, y n puede ser tan grande como se quiera.



4.2 Autdmatas de pila como reconocedores de lenguajes

La definicién formal de un automata de pila esta dada en la Definicion 3.1.

Definicién 3.1. Un autémata de pila es una séxtupla M=(Q,2,I",q,, F, A) donde:
e Q es un conjunto finito de estados

e X esun alfabeto de entrada finito

e T esun alfabeto de pila finito

e (, € Qesel estado inicial

o F < Qes el conjunto de estados finales

o Ac(Q xTI'*xX*) x (Q xI™*) eslarelacion de transicion de estados

¢Como se usa un autdmata de pilas para reconocer cadenas? El autémata comienza en el estado inicial con una
secuencia de simbolos por leer. Inicialmente la pila esta vacia. En cada instante lee simbolos de la cinta de
entrada. Dependiendo de lo que lee, del tope de la pila y del estado en el que se encuentra, cambia de estado
avanza en al cinta de entrada, desempila lo que reconocio en la pila y empila simbolos en la pila de acuerdo con
la relacién de transicion de estados. Si puede aplicar sucesivamente estas transformaciones y llegar a un punto
en el cual ha leido toda la cadena, esta en un estado final y la pila esta vacia, entonces se dice que el autémata

acepta la cadena.

Las transiciones se interpretan asi: si ((d, @, B),(p, p)) € A esto se lee asi: "si esta en el estado g, leyendo una

cadena con prefijo B y con ¢ en el tope de la pila, avance sobre B, desempile @, empile p y pase al estado p".

e Al decir que @ esté en el tope quiere decir que si: ¢ = 6,0,...G, entonces la pila seria:

e Cuando ¢ es la cadena vacia, A, se esta diciendo que no importa qué esta en la pila. NO QUIERE DECIR
QUE LA PILA ESTA VACIA. De hecho, la notacién de transiciones no permite determinar cuando la pila esta

vacia. Para esto seria necesario usar un simbolo en el alfabeto de la pila que se use para marcar la base de la pila.



e Sip =0,0;...0,al decir que se empila p sobre una pila: - la pila quedaria:

On

De manera anéloga, si @=A entonces se esta indicando que no se debe empilar nada, NO QUIERE DECIR QUE

EMPILE A.

Si se mira la pila como una cadena, al decir que @ esta en el tope de la pila, estamos diciendo que la pila es de la

forma: pe para algin p. Analogamente, al empilar p sobre una pila p, la pila quedaria pp.
La transicion descrita arriba, es la transicion general. Hay transiciones mas especificas descritas a continuacion:

e ((gA B)(p, p)) siestd en el estado q y la cadena que estd leyendo tiene como prefijo B entonces (sin

importar lo que esté en el tope de la pila), lea B, empile p y pase al estado p.

e ((q,p, B).(p, A) siestaenelestado gy la cadena que esta leyendo tiene como prefijo B y en el tope de la

pila esta p, entonces lea B, desempile p y pase al estado p (sin empilar nada).

e ((9,A,B).(p, A)) siestaen el estado gy la cadena que esté leyendo tiene como prefijo B sin importar la pila,

lea B, pase a p y no empile nada.
e ((q,p, B).(p, pu)) si estden el estado q, lee B y p esté en el tope de la pila, pase a p empilando p sobre p.

e ((g, p,,B).(p, p)) si esta en el estado g, lee B y p esté en el tope de la pila, pase a p dejando p en el tope de

la pila.

Note que en las ultimas dos transiciones debemos volver a empilar p ya que al reconocerlo, se desempila. Si en
cualquiera de las transiciones mencionadas arriba, B es A, esto indica que se toma la accién correspondiente sin

avanzar sobre la cinta de entrada.

El estado general de un automata de pilas esta dado por: el estado en que se encuentra, lo que le falta por leer y

la pila. Formalmente, esto se define como configuracion:

Definicion 3.2. La configuracién de un autémata de pilas es una tripleta, (q, p, ®), con qeQ, ,pel’™*, weX*y

donde: g es el estado en el que se encuentra, p es la pilay w es lo que le falta por leer.



Interesa definir como pasar de una configuracion a otra.

Definicidn 3.3. Dadas dos configuraciones: (q’, p’,®’) Y (0, p, ®) Si:
e 0=fw’
* POU, P =¢n Y
L4 ((qa un B)? (q’i Tl)) E A
Se dice que (q’,®’,p”) es alcanzable en un paso a partir de (g, @, p) Y escribimos:
(@, o, p)= (@’ @, p°).
Es decir: Paratodo ®’eX* ,¢ €I'*, ((q, 1, ,B), (q’sMm)) € A=(q, ou, po’) = (q’, PN, ®’)

La clausura transitiva de esta relacion da el concepto de “ser alcanzable desde” entre configuraciones.

Definicién 3.4. Dadas dos configuraciones C y K decimos que K es alcanzable desde C y escribimos C =* K
si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

e C=K

e C=K

e Existe una configuracion C’ tal que C = C’ y C’=*K

Con la definicion de alcanzable, se define cuando un autémata acepta una cadena. Informalmente, una cadena es
aceptada por un autémata de pilas si comienza con la cadena por leer en el estado inicial con la pila vacia y

puede llegar a una configuracion con un estado final, sin nada por leer y con la pila vacia.

Definicién 3.5. Dado M=(Q,ZI',ql,F,A) y @weX*, se dice que M acepta a m, si existe un estado final f (f € F)
tal que (q, A, @) =* (f, A,A).

Note que no es suficiente terminar en un estado final; hay que terminar en un estado final habiendo leido todo y
con la pila vacia. Analogamente a que con los autdmatas finitos, podemos definir el lenguaje reconocido por un

automata de pilas, como el conjunto de todas las cadenas que son aceptadas por dicho automata.
Con el concepto de aceptar una cadena, se define el lenguaje aceptado por un autémata.

Definicion 3.6. Dado M=(Q,Z,I',q,,F,A) Yy definimos el lenguaje aceptado por M, denotado como L(M) asi:
L(M)={w: 2*| 3 f e F tal que (q;, A, ®)=* (f, A,A)}

Los autématas de pilas tienen mas poder computacional que los autdmatas de estados finitos. Estos pueden
reconocer lenguajes que no pueden ser reconocidos por los autématas finitos. Por ejemplo pueden reconocer el

lenguaje : {a"b": n > 0}.

Hay autématas deterministicos y no-deterministicos.



Definicion 3.7. Un autémata de pila deterministico es un autémata de pila para toda configuracion (g, p, ®)

existe a lo mas una configuracion (q’, p’, ®’) tal que (g, p, ®)=(q’, p’, ®’).

A diferencia de lo que ocurre con los automatas regulares, los autématas de pila no deterministicos no tienen el

mismo poder computacional que los deterministicos. Los ejemplos mostrados en este capitulo usan tanto

automatas deterministicos como no deterministicos.

Ejemplo 3.1 El autémata deterministico M=({1,2},{a,b}, {a}.1, {1,2}, {((1,» ,a),(1,8)), ((1,a,b),(2, 1)),

((2,a,b),(2, 1))}) reconoce {a"b"™: n > 0}.

A continuacion se muestra la ejecucion de la maquina para algunas cadenas de {a,b}*.

Aaabbb

Ab

Bbb

Aaabbbb

Estado Pila | Cadena Accion
1 A aaabbb | aplicar ((1,a,A), (1,a))
1 a aabbb | aplicar ((1,a,A), (1,a))
1 aa abbb | aplicar ((1,a,\), (1,a))
1 aaa bbb | aplicar ((1,b,a), (2, A))
2 aa bb | aplicar ((2,b,a), (2, A))
2 a b | aplicar ((2,b,a), (2, A))
2 A A | acepta: 2 es final
Estado Pila | Cadena Accion
A ab | aplicar((1,a,A), (1,a))
a b aplicar ((1,b,A), (1,A))
A A | Acepta: 2 es final
Estado Pila | Cadena Accion
1 A A | Acepta: 1 es final
Estado | Pila | Cadena Accion
1 Iy bbb | Falla: no hay regla que
aplicar y gqueda por leer bbb
Estado Pila Cadena Accion
1 A aaabbb|aplicar((1,a,\), (1,a))
1 a aabbb|aplicar((1,a,A), (1,a))
1 aa abbb | aplicar((1,a,A), (1,a))
1 aaa bbb |aplicar((1,b,a), (2, A))
2 aa bb|aplicar((2,b,a), (2, A))
2 a blaplicar((2,b,a), (2, A))
2 N b|falla: no hay regla que
aplicar y falta por leer b




Aaabb

Estado Pila | Cadena Accion

1 N aaabbb ((L,a,\), (1,a))

1 a aabbb ((L,a,\), (1,a))

1 aa abbb ((L,a,\), (1,a))

1 aaa bbb ((L,b,a), (2, L))

2 aa bb|aplicar((2,b,a), (2, X))

2 a Al Falla: pues leyd todo, pero
la pila no estéd vacia.

La notacién mostrada para describir autdbmatas puede resultar un poco engorrosa. Explicamos una notacion

diagramatica para describir estos automatas,

Los estados, el estado inicial y los estados finales se representan igual que en los autématas de estados finitos.

Lo que varia son las transiciones. Estas se denotan como se muestra abajo.

e ((9, 0,B),(p, p)) @#A, p=L (Sireconoce o en el tope, desempile ¢ y empile p)

B, changeTop(e,p)
© ®

e ((g, ,p),(p, 1)) @#A (Sireconoce ¢ en el tope, desempile @)

B.pop (@)
‘ ®

e ((g,0,8).(p, op)) o=\, p£h (Sireconoce ¢ en el tope empile p sobre o)

B, pushOn(e,p) @

e ((g,AB).(p, p)) p£r  (empile p sin importar que hay en la pila)

@

©

B, push(p)

©
©

e ((g, 0, B)(p, ®)) o=\ (Sireconoce ¢ en el tope déjelo en el tope)

B, skip(¢)

©

e (@@ 2B).(p, 1)) (Ignore lapila)

B, ignore

S

5
® ©
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Estas transiciones las abreviaremos como se muestra abajo, cuando se quiera hacer referencia a ellas en el texto

y no en un dibujo de un autémata.

[d—.changeTop (¢.0) -]
ldl— pop(e) >
[d—.pushOn(e.p) >
[d—push (p) >l
[d—.skip () >
[d—s.ignore -

EJERCICIOS

1. Verifique que todas las transiciones mas comunes descritas arriba pueden ser descritas por medio de las

instrucciones changeTop, pop, pushOn, push, skip, e ignore,

Verifique que las instrucciones ignore y pushOn son innecesarias podrian simularse con otras

instrucciones. Ayuda: Debe reemplazar cada instruccion por |[| instrucciones.

¢Se puede Podriamos hacer modelar todo con una sola instruccion eliminando las restricciones: @#A, p#\?

Justifique su respuesta.

Ejemplo 3.1a El ejemplo mostrado arriba: {a"b™: n > 0} y M = ({1,2}.{a,b},{a},1,{1,2}.{((1,a,2),(1,a)),
((1,b,a),(2, 1)), ((2,b,a),(2, 1)) }) se dibujaria asi:

a,push(a) b,pop(a)

@ b,pop(a) @

A continuacién se muestran mas ejemplos:

Ejemplo3.2 Para el lenguaje {a*b™ n > 0} el autbmata deterministico M =
({1,2}.{a,b}{a},1,{1,2} {((1,a,A),(1,8)), ((1,b,aaa),(2, 1)), ((2,b,aaa),(2, 1)) }) reconoce el lenguaje y se

dibujaria asi:

a,push(a) b,pop(aaa)

b,pop(aaa) @
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Ejemplo 3.3 El siguiente autdmata deterministico reconoce las cadenas sobre { {,}.[.].(,) } en los que

los paréntesis estan balanceados.

) [push([)
,push({ )
™~ ‘ ).pop(()

Ypop({) Tpop([)

(;push((

Ejemplo 3.4 EIl siguiente autdmata no-deterministico reconoce las cadenas sobre {a, b} que son

palindromos.
a,push(a) b.pon(b)
b,push(b) a,pop(a) a,pop(a)
b,pop(b) @
O b,ignore O

a,ignore

Ejemplo 3.5 El siguiente autdémata no-deterministico reconoce las cadenas sobre {a, b} que son

palindromos de longitud par.

b,pop(b)
a,push(a)
b,push(b) a,pop(a) a,pop(a)

: b,pop(b) @

Ejemplo 3.6 El siguiente autémata deterministico reconoce el lenguaje {oco™: o e {a,b}*}

a,push(a) b,pop(b)
b,push(b) a,pop(a)

c,ignore

EJERCICIOS
1. Muestre el seguimiento de los autdmatas de arriba para una cadena del lenguaje de longitud 4 y una cadena

que no esta en el lenguaje de longitud 5.
2. Describa autdmatas de pilas (deterministicos o no-deterministicos) para reconocer los siguientes lenguajes:

a. {av"n>0}
b. {a%™ n>m >0}



c. {a'™ n>m >0}
d {a®m™ n>m >0}

{a"™ n>m >0}
f. {a"™ m=>n >0}

g {a™ m>n >0}

h. {a’™ m>n >0}

i. {a™ m>n >0}

j. {a" b n>0}u {a™>b™ n>=m >0}u{a®™: m=>=n >0}

O 0*** Enriquezca la definicion de autdmata de pilas para que de respuestas:

a. en los estados

b. en las transiciones

Describa un autémata de pila que reconozca el lenguaje de las palabras palindromes sobre el alfabeto: {a, A,
b, B} donde no se toma en cuenta las diferencias por maylscula y mintscula. Ejemplos de palabras en este
lenguaje serian: aaAAbbBbaaaa aaAA abbBbA

Describa un autémata de pilas que reconozca el siguiente lenguaje:
L={alu{(w):oeL}u{oto:oel}

Describa un autémata de pilas que reconozca el siguiente lenguaje:

L= {a}u{f(oy..,on): n>0 0<i <n, wjelL}.

Ejemplos de palabras en este lenguaje a f(a) f(a,a,a) f(f(a,a),f(a),a)

Modifique el automata que reconoce paréntesis balanceados para que dentro de los paréntesis siempre deba
haber o secuencia de a's separadas por comas 0 secuencias de expresiones de paréntesis y a's separadas por
comas.

Ejemplos de palabras en este lenguaje: a (a,a,a) ([a,{(a,a),a}],a)
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4.3 Combinado autématas

En el Capitulo 2 al mostrar la equivalencia entre expresiones regulares y automatas mostramos como podemos
combinar autdmatas para obtener la concatenacion, la union y la clausura de los lenguajes reconocidos por los
automatas. Los automatas de pila también se pueden combinar.

Suponga que My = (Qu,ZoT'os Ui Fow Ao) Y Mp=(Qp,2Zs,I',0is, Fpp, Ag) Son automatas de de pila que reconocen
los lenguajes L, y Lg respectivamente. Entonces se desea construir automatas Myp , Mo Y Mo~ tales que
reconozcan los lenguajes descritos por (Lq|Lg), (LaLp) Y (Lo*) respectivamente. Como son automatas distintos,

para todas las construcciones suponemos que Q, N Qp = <.

Abajo se muestran la definicién formal de estos automatas y se ilustra la combinaci. Debe ser evidente para el
lector que estos automatas reconocen los lenguajes requeridos (i.e., L(Myp)=(Lo|Lp), L(Map)=(Lolp) Yy
L(Ma*:(l—ot)*)-

Seaq, talque g, ¢ (Q,uQp) entonces M, =(QwQpuAai}, 2, g, I',UIs,01,F UFsA) con

A= Au U AB o {(( th 7\‘)i (qlmx‘))!(( q|!7\'1 7\')’ (q”ii;\'))}
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Seanq, tal que q ¢ (Q.uQp)y $talque $ ¢ I, entonces M;=(Q,uQpu{ai}, Z,UZs, Ty u{$},q1,Fp.A)

con A=A, v AB o {(( QI’X’ 7”)1 (q|m$))} o {((q!7\‘1$)’ (q|517\‘)) | quOt )}

(1 -

M.

0

©
he

o
e

Mg

L,push($)
>O——

Seanq, talque g, ¢ Q.Y $talque$ ¢ ', entonces M~=(Q.,{q}, Z., [, {$}.a.{a}.A)

con A=A, U{((arA), (@3} {((@.r9), (1) |aeF.)}

R
.

X, pop($)

,push($) ,

M

-

o*

%, pop($)
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4.4 Autdmatas y Gramaticas

Los autématas pila reconocen la misma clase de lenguajes generados por las gramaticas independientes del
contexto. En esta seccidén veremos como construir un autdmata de pilas que reconozca el lenguaje generado por
una gramatica dada. También veremos como construir una gramatica que genere el lenguaje reconocido por un

automata dado.

Se recomienda repasar las definiciones de gramaticas dadas en el Capitulo 1 antes de continuar leyendo esta

seccion.

4.4.1 De Autdmatas a Gramaticas

Primero se da la definicidn de un automata de pilas simplificado. En este tipo de autémata de pilas simplificado

es aquel en que las instrucciones pueden ser solamente de una de las siguientes formas:
@—a,push(c) —>

[ —a.pop(c) -ir

ConaeXA{Ar}ycel

Formalmente esto se define asi:

Definicion 3.8. Un autémata de pila simplificado es una séxtupla M=(Q,Z,I',q;,9s,A) donde :

e Q esun conjunto finito de estados

e X esun alfabeto de entrada finito

e T esun alfabeto de pila

o (; € Qesel estado inicial

o (s € Q es el estado final

e Ac(Qx(EU{APDx MU{A}) x(Qx (Tu{A})eslarelacion de transicion de estados, y se cumple que:
((g,a,b),(p,c)) e A =>(b=A =c=#A)

Note que los automatas simplificados no necesariamente son deterministicos. La clase de los lenguajes
reconocidos por los autdmatas de pila simplificados es exactamente igual a la clase de lenguajes reconocidos por
los autématas de pila. Para demostrar esto habria que demostrar que dado un autémata de pilas es posible
construir un autémata de pilas simplificado y viceversa. Es facil ver que todo automata simplificado es un

automata de pilas. La reciproca se deja como ejercicio.

Dado un autémata de pilas simplificado (no necesariamente deterministico): M=(Q,Z,I',s,f,A) se puede construir
una gramatica G=(N,T,S,P) tal que L(M)=L(G) de la siguiente forma:
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1. Hay un néterminal por cada elemento en QxQ para facilidad de expresion se definen asi: N = {A,q | p€Q,
€Q}

2. Los terminales son el alfabeto de entrada: T=%
3. Elsimbolo distinguido, S es: A
4. La lista de producciones se construye as:
a. Por cada  €Q agregue la produccion: Agg—> A:
b. PorcadapeQ, q €Q, r €Q agregue la produccion: Aye—=>Apr Arg
C. Sise tiene que @—a,push(c) —) y ademas que El—b,pop(c) —)@ agregue la produccion: Apg—aAb
Es decir:
P={A—aAb:abeZUu{A} ((p.ar)(rc)) €A, ((tb,c),(qA) € AU
{As=Apr A peQ, g €Q, r eQ} L

{A—> A1 q €Q}
Es posible demostrar que para cualquier autdbmata M, al generar la gramética con estas reglas, L(G) = L(M).

Esto, sin embargo, queda fuera del propdsito de estas notas.

Ejemplo 3.7 Recuerde el autémata de arriba que reconoce{ a"b": n >0}

a,push(a) b,pop(a)

@ b,pop(a) @

AUn cuando no las reglas si son de la forma correcta, se tienen 2 estados finales. Se arregla el automata

asf:

a,push(a) b,pop(a)

: b,pop(a) @

A.ignore

El problema es que toda transicion debe empilar o desempilar. Entonces se hace lo siguiente: Se agrega un

simbolo al alfabeto de la pila, que es empilado al pasar del estado 1 al 2. Este debe ser desempilado.

A.pop($)
a,push(a) b,pop(a)

b,pop(a)
1 O’
A,push($)
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Dadas las reglas, se pueden construir facilmente los conjuntos de terminales, de los no-terminales y se

puede determinar cuél es el simbolo distinguido.
o N={Au, A, Ax, Ax}

e T={ab}
L4 S=Ap

Ahora se empiezan a aplicar las reglas para obtener las producciones. De la regla (a) se obtienen las

siguientes reglas:

o All—) A
o A22—) A

Aplicando la regla (b), se agregan las siguientes producciones:

NN NNEFE PP PP
NN EFEPFPFPDNNMNDNPREP -
NFEFNPFPDNMNEPEDNPRPE

Ahora la regla 3:

—a,push(a) —> y ademas que ,pop(a) —>,entonces se agrega A;p,— aAgb
—a,push(a) —> y ademas que ,pop(a) —),entonces se agrega: Ajp— aApb

—x,push($) —> y ademas que x,pop($) —>,entonces se agrega: App— A

Finalmente, la producciones serian las siguientes:

Produccion
agregada
Api—Apr Arg
An—Au A
An—A A
A—>Aq A
Ap—Ar As
An—Axn Ay
An—Azxp As
Ax—Azxn Ag
An—Azxn Az
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All—) A

An—An A
An—A A
Ap—>An A
Az—>Ar Az

A Ay

Por inspeccion podemos simplificar esta gramatica.

Ap—> aAqb
A~ aAgb
An—An An
Aa1—>Az Ax
Ap—>An Ag
Ap—>Axn Ay
Ay— A

Se ve que el simbolo A,; es indtil, ya que todas las reglas que lo tienen en la parte izquierda lo tienen

también en la parte derecha. Esto hace que una vez se genera este simbolo, nunca puede eliminarse. Por lo

tanto, se eliminan todas la reglas que tienen este simbolo dejando la gramética asi:

All_) A

An—>An A
A=A Agp
A—>An Ay

A Ay

Ap— aAnpb
Ap— aApb
Ap—Axn Ay
Ay— A

Ahora nos damos cuenta que los simbolos Ay y Ay sélo puede generar A. Podemos entonces cambiar

estos simbolos por & cuando aparecen en la parte derecha de una regla y eliminar las reglas que los tienen

en la parte izquierda dejando la gramatica asi:

A—>Ag
A=A
Alz—) A

Ap,— ab
A—> aApb
Ay
Ayp— A

Las primeras dos reglas son indtiles y la cuarta y la quinta nunca se usaran debido a que A22 nunca

aparece en la parte derecha de una regla. Entonces, la gramatica queda:

Ap— A
Apn— ab

Alz—) aA]_zb
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Ahora se mostrara que si una palabra esta en el lenguaje, entonces es generada por la gramatica. Faltaria

demostrar que si no esta en el lenguaje reconocido por el autdbmata entonces no es generada por la
gramatica. Esta demostracion se omite.

La demostracion se hace inductivamente. Primero se muestra que se puede generar A y que se puede

generar ab; luego se muestra que si se puede generar a“b* entonces e puede generar a“**b***.
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Recuerde que demostrar que la gramética genera una cadena, o, es demostrar que S =* ®. Como el

simbolo distinguido de esta gramatica es A, en este caso se debe demostrar que AL ol

1. A12:>*7L

A12
=  aplicamos A;,— A
A

2. A12 =*ab

A12
=  aplicamos A;,— ab
ab

3. Si A, =* ab¥ entonces A;, =*a< kL,

Hipotesis de induccion: Aj, =* ab"

A12

=  aplicamos A;,— aApb
a Alzb

=* hipétesis de induccién
aa“b*b

= notacion de cadenas
ak+1bk+l

4.4.2 De Gramaticas a Autdmatas

En esta seccion se muestra como construir autdmatas no deterministicos que reconocen el lenguaje generado por
una gramatica dada. Se construyen dos tipos de autématas uno para hacer analisis descendente y otro para hacer
analisis ascendente. En el andlisis descendente comenzamos con el simbolo distinguido para generar las cadenas
del lenguaje, en el analisis ascendente se parte de la cadena para llegar al simbolo distinguido. Viéndolo en
términos del arbol de sintaxis en el analisis descendente comenzamos por la raiz y llegamos a las hojas. En el

ascendente, comenzamos por las hojas para llegar a la raiz.
El proceso de construccion de los automatas se hara a través de un ejemplo.

La siguiente gramatica reconoce el lenguaje { a"v™ n > 0}: ({A}.{a, b},A{ A — LA — aAb}). El conjunto de
terminales es {A}, el de no-terminales en {a, b}, el simbolo distinguido es A y las producciones son las dos

producciones de arriba.

% Note que en este caso el simbolo = no se esta usando como implicacion l6gica; se usa como el concepto de “ser deivable

en un paso”, visto en el Capitulo 1.
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Automata descendente:

El autémata descendente correspondiente a esta gramatica se construye asi:

o El autémata tiene tres estados: s, qy f, donde s es el estado inicial y f es el Unico estado final. En el estado

g, se realizaran todas las acciones necesarias para reconocer el lenguaje.

e El alfabeto de entrada es el conjunto de simbolos terminales.

e El alfabeto de pila es la union de los terminales y los no terminales agregando un simbolo nuevo $°. Este

simbolo se usara para marcar la base de la pila.

e Ahora las transiciones: la idea es que este autdbmata comience con el simbolo distinguido en la pila y aplique

reglas de produccién para reconocer las cadenas del leguaje. Por o tanto:

para comenzar ponemos el simbolo distinguido en la pila. Agregamos una transicién del estado

inicial a g, y se empila $ y el simbolo distinguido:
g —n.push($A) -l

Como el autémata acepta con la pila vacia, lo Gltimo que se debe hacer es desempilar la marca de
base de pila. Agregamos, entonces, una transicién de g el estado interno al estado final f donde se

desempila el simbolo $.

lg—.pop($) —ff

Ahora por cada regla de produccion: L — A agregar la regla: @—x,pop(L) —>@ En este caso

particular se agregaria la siguiente transicion.

lg—.pop(A) -

Por cada regla de produccion: L — @ con @#A agregar la regla: @—x,ChangeTop(L, ") —)@ En

este caso particular se agregaria la siguiente transicién:
ld—A.changeTop(A bAa) —lq

Finalmente, la parte de reconocer: por cada simbolo t de los terminales, X, agregamos la siguiente

transicion: @—t,pop(t) —)@. En este caso particular se agregarian las siguientes transiciones.

ld—a,pop(a) »ld y [d—b,pop(b) -

% que es un simbolo que no existe en los terminales ni en los no terminales

* Note que la regla era A — aAb y empilamos bAa porque se empila el reverso de la parte derecha de la regla.
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El autémata quedaria asi:

L,pop(A)
A,changeTop(A,bAa)

a,pop(a)
b,pop(b)

,pop

Su funcionamiento para dos ejemplos (una cadena en el lenguaje y una que no esté en el lenguaje se define asi)

aaabbb

Estado Pila Cadena Accion
S A aaabbb |}, push ($A) -
a SA aaabbb |}, changeTop (A, bAa) -l
q SbAa aaabbb | a, pop (a) _>@
a SbA aabbb | ), changeTop (A, bAa) —ld
q SbbAa aabbb |a, pop (a) _>@
a SbbA abbb |}, changeTop (A, bAa) —ld
q SbbbAa abbb | a, pop (a) _>@
q SbbbA bbb | A, pop (2) _>@
q $bbb bbb | b, pop (b) -
q Sbb bb | b, pop (b) >
q Sb b|b, pop(b) >
q $ LA, pop ($) —lf
£ A A | ACEPTA

aaabb

Estado Pila Cadena Accion
s A aaabb |}, push ($a) —[d
q SA aaabb |}, changeTop (&,bRa) -l
q $bAa aaabb | 5 pop (a) _>@
q SbA aabb ), changeTop (&,bRa) —lq
q SbbAa aabb a, pop (a) _>@
q SbbA abb|), changeTop (A,bRa) —ld
q SbbbAa abb a, pop (a) _>@
q SbbbA bb A, pop (A) _>@
q Sbbb bb b, pop (b) _>@
q 7bb P1b,pop (b) —id
q $b Al Falla: no hay reglas

aplicables

El proceso descrito arriba para construir el autdbmata descendente a partir de una gramatica independiente del

contexto se define formalmente a continuacion.
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Dada una gramética G=(N, X, S, P) construimos el autdmata que reconoce L(G) asi:

M = ({s,q,f}, Z, NU Z U {$},5,{f},A) con:

A={(s, A1), (@3$9)} U{(a, A, $), (f, M} U {(a, 5, 0), (0, A): o€Z}A{(q, A, A), (0, ©7): A > o eZ}.

El autébmata generado reconoce la palabras en L(G) usando analisis descendente.

Autématas ascendentes

El autémata descendente correspondiente a esta gramatica se construye asi:

El automata también tiene tres estados: s, q Y f, donde s es el estado inicial y f es el Unico estado final. En el

estado g, se realizaran todas las acciones necesarias para reconocer el lenguaje.
El alfabeto de entrada es el conjunto de simbolos terminales.

El alfabeto de pila es la unién de los terminales y los no terminales agregando un simbolo nuevo $°. Este
simbolo se usara para marcar la base de la pila.

Ahora las transiciones: la idea es que de este autdbmata comience trate de obtener el simbolo distinguido. Por

lo tanto:

e Sienlapilaestd $S en el tope donde S es simbolo distinguido, pasamos a f y aceptamos (siempre y

cuando, claro, se haya terminado de leer la cadena). Agregamos, entonces, una transicion de q el

estado interno al estado final f donde se desempila $S.

lg—.pop($S) -

e Para comenzar ponemos el simbolo $ en la pila. Agregamos una transicion del estado inicial a q, y

se empila $:

—x,push($) —)@

e Ahora por cada regla de produccién: L — A agregar la regla: @—x,push(L) —>E[ : Lo que esto

quiere decir es que A puede ser L. En este caso particular se agregaria la siguiente transicion.

g, push(A) >l

e Por cada regla de producciéon: L — ® con w#A agregar la regla: @—X,ChangeTop(m,L) —>@ En

este caso particular se agregaria la siguiente transicion:

ld—.changeTop(aAb, A) -l

> que es un simbolo que no existe en los terminales ni en los no terminales
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e Finalmente, la parte de leer: por cada simbolo t de los terminales, X, agregamos la siguiente

transicion: @—t,push(t) —)@. En este caso particular se agregarian las siguientes transiciones.
[d—a.push(a) ~{dy d—b,push(b) -

El automata quedaria asi:

A,push(A)
A,changeTop(aAb,A)

a,push (a)
b,push (b)

Su funcionamiento para los dos mismos ejemplos de la seccién anterior se muestra a continuacion.

aaabbb
Estado Pila Cadena Accién
S A aaabbb |2, push ($) -
q $ aaabbb | a, push (a) —ld
q Sa aabbb | g, push (a) —>@
q Saa abbb | g, push (a) —>@
q Saaa bbb | ), push (R) —>@
q Saaal bbb | b, push (b) —>@
q Saaalb bb |, changeTop (aAb, A) —>@
gq $aalh bbb, push (b) —>@
q $SaahAb b| ), changeTop (adb, ) —[d
q SaA b|p,push(b) -l
q $aAb b| ), changeTop (adb, ) —[d
q SA AL, pop ($2) f
£ N )| ACEPTA
aaabb

Estado Pila Cadena Accidn

s A aaabb |}, push (%) —>@

a $ aaabb|a,push(a) -

a $a aabb | a, push (a) -

q Saa abb|a,push(a) —>@

a $aaa bb |}, push () -5l

a Saaal bb | b, push (b) —|d

a Saaalb b |2, changeTop (adb,) —ld

q Saah b|b,push (b) —[d

q $aahAb AA, changeTop (aBkb,n) -

o} SaA Al Falla: no hay regla aplicable
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Formalmente el proceso es el siguiente:
Dada una gramética G=(N, X, S, P) se construye M para que L(M)=L(G) asi:

M = ({s,q,f}, Z, NU Z U {$},5,{f},A) con

A={( 21 A), (@9} { 2 $S) (fA)}U{(d, 0. 2), (9, 0): o} U{(a, A, @), (@, A): A> @ X}
Este ademas analiza la cadena en forma ascendente.

A continuacién se muestra otro ejemplo.

La siguiente gramatica genera el lenguaje de las expresiones de sumas de a's con asociando a la izquierda:

e E—SE+T
e ET
e T—oa

El autémata descendente es:

A,changeTop(T,a)
A,changeTop(E, T+E)
A,changeTop(E,T)

a,pop(a)
+,pop(+)

El seguimiento para la cadena a+a+a se muestra a continuacion:

Estado Pila Cadena Accion
s A ata+a|),push ($E) —ld
q SE atata|j, changeTop (E, T+E) —>@
a ST+E ata+a|), changeTop (E, T+E) —ld
q ST+T+E atata|), changeTop (E, T) —)@
q $ T+T+T atata|}, changeTop (T,a) >l
q ST+T+a atata|a,pop(a) =[]
q ST+T+ +ata |+ ,pop ( —)@
q ST+T ata|j, changeTop(T a) -l
q $T+a ata|a, pop ( —>@
q ST+ ta|+, pop ( —>@
q ST ala, changeTop(T,a) —>@
q Sa a|i,pop(a) ol
q $ AN, pop (S —>I
£ N A |ACEPTA

Note que la derivacion sugerida por este seguimiento es: E=SE+T=E+T+T=>T+T+T=at+T+T=atatT—atata
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El autbmata ascendente se muestra a continuacion:

A,changeTop(a,T)
A,changeTop(E+T, E)
A,changeTop(T,E)

apush (2)
+push (+)
El seguimiento para la cadena a+a+a es:
Estado Pila Cadena Accion

s by atata|i,push ($ _>@
g $ ata+ta|a,push (a _@
gq $a tata k,changeTop(a,T) —>@
g ST tata |}, changeTop (T, E) —)@
q S E tata|+,push (+) —lg
g SE+ a+a|a,push (a _>@
g SE+a ta |, changeTop a,T) —>@
q SE+T +a |\, changeTop (E+T,E) —q
q SE +a |+, push (+) -
q SE+ a|a,push(a) —ld
q SE+a AlA, changeTop a,T) —>@
q SE+T M|\, changeTop (E+T,E) —ld
a SE M| L, pop ($E) —lf
f Iy M| ACEPTA

En este caso, la derivacion correspondiente es: EE+T=E+a=E+T+a=E+ata=T+ata—at+a+a

Cuando se esta haciendo seguimiento de autdmatas ascendentes a veces se usa otra notacién. En lugar de decir

a, push(a), se dice shift. Esto causa que el primer simbolo de la cadena de entrada pase a la pila. En lugar de

decir changeTop(E+T,E) , se dice, reduce E —E+T. No se empila $ al principio; en lugar de esto se le agrega

$ al final de la cadena. Al estar E en el tope de la pilay $ en la entrada, se acepta con la instruccion ACCEPT. A

veces ni se dibuja el automata.

Ejemplo 3.8 La siguiente gramética genera el lenguaje de expresiones de la forma a o f(exp, ...,

E—a
E—>f(L)
L—> E
L—>L,E

El seguimiento para f(f(a,a),a) seria:
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EJERCICIOS

1. Construya los autématas descendentes y ascendentes para las siguientes gramaticas

Pila

Cadena

Accion

f(f(a,

~

shift

h

~

~

shift

~

~

shift

Fh
=|=|=

~

~

shift

[URRUR VR

~

~

shift

Q

~

~

reduce

E—>a

™

~

~

reduce

Lo>E

~

~

shift

~

QIO IYIYYY Y

~

shift

~

~

reduce

E—>a

eall V)

~

reduce

1>L,E

— | — | — || — | — | —|———|—

~

shift

Fhirh| mh| FhfFh|Fh| Eh| Fh| 6|
SIS

~

~

reduce

E—>f (L)

el

~

reduce

L>E

~

shift

~

[ N I D2 I VI VI I VI N VI OV VI O D IO [NV OV OV D)

shift

~

reduce

E—a

[Eall 0]

reduce

IL->L,E

—_— ||| = — = — | — == — | — | — | — | — |~ |—

shift

= =] === =l =ll=| = =ll=l=| = == |l-=|l-=

= 2 2

~

reduce

E—>f (L)

e e e e L e e e e e e o e I e N T o

Uy | U | Uy | Vx| Uy |y |Ux| Uy | U (x| U | O | |Ur| O U || O[Oy | Oy

ACCEPT

2. Sin construir el autdmata ascendente muestre el seguimiento del reconocimiento de la cadena a+a*(a+a) para

la gramaética: (El simbolo distinguido es E u los terminales son a.+.(.)

E->E+T
E->T
To>T*F
T>F
F—>a
F— (E)
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