5 RUTA MAS CORTA EN GRAFOS

Una importante aplicacion de las técnicas de programacion dinamica es la determinacion de rutas
de costo minimo, en grafos. Este problema, asi como otros relacionados, conforman una clase de
problemas con muchas situaciones reales en las que el estudio tedrico puede aplicarse. Para definir
los términos del problema:

Sea G (v,E,c) un grafo dirigido etiquetado, i.¢.,

« VvV esun conjunto de vértices o nodos,

e« E < VxV esun conjunto de arcos,

« c: E — R"esuna funcidn que etigueta los arcos 1, i.e., para ecE, c (e) es la etiqueta de e.

Es usual que el grafo G (v,E, c) sea finito, es decir, que el conjunto de vértices v lo sea. Como
convencion para las discusiones siguientes, se supondrd que v = {1,2,...,n}. La etiqueta de un
arco representa una especie de costo de la transicion entre los vértices que se conectan.

Un camino de longitud m, desde el vértice u, hasta el vértice u, es una secuencia
r = (ug,uy, ...,uy € VT

tal que, para i=0,...,m-1, (u;,u;,1) €E. En este caso, se define el costo del camino r como:
costo(r) := (+: 0<i<m : c(uj,ujs1))-

El grafo G(v,E,c) se puede representar con una matriz de distancias (directas) D =(d;j) €
M, (R¥), definida de modo que, para 1<i, j<n:

d(i,i) := 0,
d(l/j) = C(l,j) ’ si (i,j)EE,
d(i,j) = = , ST (1,7)¢E

La representacion es tal que se olvida el costo de las "buclas" o "lazos", i.e., si hay un arco con
c(i,1)>0, la representacion lo "cambia" por otro de costo 0. La razdn para esta decision es el
interés en determinar costos minimos de caminos entre vértices; de esta forma, un camino que

IR .= R* U {0, )}



utilice un lazo de costo positivo siempre tiene costo mayor que otro que no lo usa. Por otro lado, los
vértices originalmente no conectados, se consideran ligados por un arco de costo infinito.

Ya en el Ejemplo 4 de 3.5.1 se mostré que, a partir de multiplicaciones de matrices M, (R*) se

. . . * * . .
puede determinar la matriz D* =(d;4), donde d; es, precisamente, el costo de un camino de costo
minimo del vértice i al vértice 5. Entonces, D* se llama la matriz de distancias minimas.

Con esta notacion, se plantean los siguientes problemas:
« Encontrar 0*.

« Dado un vértice u, encontrar d, , i.e., d,,,,, para vev.
3 . *
« Dados dos vértices u, v, encontrar d ..

Es claro que cualquier solucion del problema de encontrar la matriz de distancias minimas resuelve
los otros dos problemas y que, resolver el problema de costos minimos de un vértice a todos los
demas conlleva una solucion para encontrar el costo minimo entre dos vértices. Por el contrario, es
facil construir soluciones de los problemas mas complejos a partir de soluciones para los simples.

En cada problema planteado, resulta interesante, ademés de conocer el costo minimo
correspondiente, conocer la forma en que se consigue, es decir, determinar caminos de costo
minimo.

51 RUTA MAS CORTA ENTRE CADA PAR DE VERTICES

Se quiere solucionar el problema de calcular p*, es decir, determinar, para 1<i, j<n, el valor de
*

d (min: r es un camino de i a j: costo(r))

i3
Una especificacion del problema para una solucion algoritmica:
Ctx: m: array[l..n,l..n] of R*
Pre: m = D

*

Pos: m =D

La busqueda de una solucién puede afrontarse con técnicas de programacion dindmica. En primer
lugar, conviene definir el siguiente 1éxico:

Para wicv, i, jev:
W . . .
Rijy := {r | r =<i,wi,Wp,...,Wy,J> camino, para k=1,...,m: wyeW}
W ) W
Cij := <min: reRij : costo(r)>

De esta manera, para 1<i, j<n:

A
Entonces se puede establecer una recurrencia para calcular los c”i“j ,WCV, 1, JeV:
c? - D

ij ij
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. W w W
cVi“;J{v} - min{Cjj, Ciy + Cyj} , para veW

. . .. k .
En particular, si ahora se denota C}Lj X como ¢ 15, S€ tiene que:

k .
Cij = Dij ;y S1 k=0
. k-1 k-1 k-1 .
mln{Cij ’ Cik + ij } ; S1 0<kzn

Esta recurrencia es la base fundamental para establecer la correccion del llamado algoritmo de
Floyd-Warshall:

proc FW (var m:array(l..n,l1..n] of R")

{Pre: m = D}
{Pos: m = D*}
F k:= 0;

{Inv P: 0<k<n A m = Cck }

do k#n — i,j,k:=1,1,k+1;

{Inv P1: 1<i<n+1 A 1£3<n A m:

do i#n+1
- mfi,j]:= min {m[i,J], m[i,k]+m[k,J]}

if  G9#n o Fi= 41

[] J=n — i,j:= i+1,1
fi
od
od
Para comprobar que los invariantes se conservan, debe notarse que:
1..k 1..k-1 1..k 1..k-1
Cix = Cix ’ Cry = Cyy
o bien:
k k-1 k k-1
cik = cik ’ ckj = ckj ’

de manera que la instruccion

m[i,j]:= min{m[i,j], m[i,kl+m[k,J]};
si efectua el célculo que se requiere.

Una version abreviada, utilizando "for™:

proc FW (var m:array([l..n,l1..n] of R")
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{Pre: m D}
{Pos: m = D"}
[ for k:=1 to n —
for i:=1 ton —
for j:=1 ton — m{i,j]l:= min {m[i,j],m[i,k]+m[k,J]} rof

rof

rof

Complejidades:
Tpy (n) = O(n?)

Spw(n) = 0(n?).

5.1.1 Determinacion de rutas de costo minimo

El algoritmo de Floyd-Warshall puede "decorarse" para resolver el problema relacionado de
determinar una ruta de costo minimo entre cada par de nodos.

Para esto se puede proceder, siguiendo con los métodos de la programacion dindmica, recordando
las decisiones que debieron tomarse en el calculo de los costos minimos. De este modo, se puede
decidir, al construir un camino de costo minimo, si se debe o no utilizar cada nodo intermedio
considerado.

Esta idea se plasma al mantener una matriz intmd, de manera que, para 1<i, j<n:
intmd; 4 = v , siexiste una ruta que pasa por veV, con costo minimo
= 0 ,silarutamascortade i a j eselarco (i,])eE
-1 ,sinohaycaminode i a j.

Mas aun, se pueden definir los valores:
. k . . -~ . .
intmd;; = v , siexiste una ruta que pasa por vev, con costo minimo, cuyos nodos intermedios

estdanen {1,...,k}
=0 ,silarutamascortade i a j,eselarco (i,j)ecE
= -1 , sinohaycaminosde i a j, cuyos nodos intermedios estan en {1,...,k}.

Naturalmente:
intmd?j = intmd;q.
Entonces se pueden modificar los algoritmos para que calculen los nodos intermedios de las rutas
Optimas:
proc Fliropt (var m:array[l..n,1..n] of R,
imd:array([l..n,1..n] of V U {0,-1})
{Pre: m = D}

{Pos: m=D"A imd = intmd }
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[ k:= 0;
for 1<i,j9<n — if mii,jl#0 — imd[i,31:= 0
[1 m[i,§l=0 —  imd[i,§]:= -1
fi
rof;
{Inv P: 0<k€<sn A m = C¥X A imd = intmdk}

do k#n — i,3,k:=1,1,k+1;

{Inv Pl: 1<i<n+l A 1<j<n A m: A dmd:fr

do i#n+1
- if m{i,j] > m[i,k]+m[k, ]
then m[i,j]:= m[i,k]+m[k,J];
imd[i,j]:= k
fi

if  g#n o> ji= 41

fi
od
od
]
Las complejidades ahora son, de nuevo:
Trwopt (1) = 0(n3)
Sepopt (1) = O (n?)

Sin embargo, el algoritmo anterior apenas calcula la estructura imd, con la que se pueden recuperar
las rutas Optimas entre nodos, ya que, si se quiere calcular una ruta dptima entre i y :
ropti = <j> , si intmd;jy = 0
= 1L , 81 intmdjy = -1
roptix & roptyy, si intmd[i,]]=k>0

Un algoritmo que calcule rutas dptimas utilizando esta idea, tendra una complejidad, en el calculo
de la ruta 6ptima entre cualquier par de nodos:

Tropt (1) = 0 (n)

Sropt (1) = 0(1).
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5.2 EL ALGORITMO DE DIJKSTRA

Una variante del problema de determinar todas las distancias minimas consiste en determinar, para

un vértice fijo £, llamado la fuente, las distancias a todos los demas vértices. En otras palabras,
. * . *

determinar d., , para vev, o bien, el vector D

Una manera de solucionar el problema consiste en ejecutar el procedimiento de Floyd-Warshall y
quedarse con la fila £ de la matriz respuesta. Como se vera, este procedimiento ingenuo resulta en
una complejidad temporal que puede ser mejorada sustancialmente.

El algoritmo de Dijkstra resuelve el problema de la siguiente manera (la semantica del
procedimiento Escoja_min se explica con la asercion Q1):

proc Dijkstra (G(V,E,c): grafo, f: V; var df:array[l..n] of R* )

*

{Pos: df = D¢, 1}
[ M:= (£};
for vev - df [v]:= c[f,Vv] rof;

{Inv P: (Vv: veM : df[v]=D;v> A (Vv: veV\M : df[v]=Cl\§v Y}
do M=V — w:= Escoja _min (df,V\M);
{Ql: P A df[w]<df[V\M] A weV\M }
M:= MU{w};
for v € V\M
- df [v]:= min{df[v],df[w]+c[w,V]}
rof

od

El invariante se conserva:

« Como el w elegido en cada iteracion es un nuevo miembro del conjunto M, supéngase que no
fuera cierto que

df [w] = Dgy.
En este caso, deberia existir un camino de costo 6ptimo de £ a w, cuyos nodos intermedios no
pueden estar todos en M (puesto que df [w] = Ch,). Sea u el primer nodo en este camino que
no estd en M. La situacion se puede visualizar asi:

u w
>
Entonces:
* * *
Dey = Dgy + Dyy
M * ,
= D¢y, + Duw , porque los antecesores de u estan en M
*
= df[u] + Dyy , por el invariante
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< df[w] , porque se supone que df[w] no es o6ptimo

< df[u] , porque w se escoge con df[.] minimal.

*
Y se concluiria que p,,<0, lo cual es contradictorio.

« Por otra parte, para cada nodo enel nuevo v\M, el ultimo ciclo actualiza los valores para
satisfacer el invariante.

El conjunto M se llama asi porque "marca" los nodos para los que ya se conoce el 6ptimo. A v\M se
le llama el conjunto de los "abiertos". Una forma de expresar el algoritmo con una estructura de
datos que administre los abiertos es:
proc Dijkstra (G(V,E,c): grafo, f: V; var df:array[l..n] of R* )
{Pos: df = Dy }
[ a:= VN{f};
for vev - df [v]:= c[f, V] rof;

do Az - w:

Escoja min(df,A);

A:

A\{w};
for veA A (w,V) €E

- df [v]:= min{df([v],df[w]l+c[w,Vv]}
rof

od

5.2.1 La complejidad del algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra se puede considerar formado por la secuenciacion de una inicializacion
INIC: A:= VN\{f};

for vev — df [v]:= d[f,v] «rof;

y de un ciclo:

CICLO: do Az - w:= Escoja min(df,A);

A:= A\{w};
for veA A (w,V) €E

- df [v]:= min{df([v],df[w]l+c[w,V]}
rof

od

El tamafio del problema es n, el nimero de vértices del grafo. Por otra parte, sea e = |E| el
numero de arcos del grafo?.

2 Obsérvese que 0<e<n?, de modo que e = O (n?).
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Como operaciones basicas, considérense:

o : afiadir un elemento de un conjunto
o\ : eliminar un elemento de un conjunto
« Escoja min :escoger el elemento de un conjunto que alcanza el minimo de una medida
e min : calcular el minimo de dos numeros.
Asi:
Tp(n) = T(INIC) + T(CICLO)
T(INIC) = O(n) T (#)
T(CICLO) = O(n) [T(Escoja min) + T(\)] + O(e) T(min)
Es decir:
Tp(n) = O(n) [T(#) + T(Escoja min) + T(\)] + O(e) T(min)

La complejidad definitiva depende de las estructuras de datos que se utilicen. En otras palabras, ya
que es concebible representar tanto el grafo G (v, E, c) como el conjunto de abiertos a con diversas
estructuras de datos, el uso de recursos dependera de la conveniencia de estas estructuras para
realizar el algoritmo.

A continuacidon se muestran tres variantes de representacion que arrojan complejidades diferentes
para las ejecuciones del algoritmo de Dijkstra:

Variante 1:
e G ~ matriz de distancias directas (adyacencias etiquetadas con costos): 0O (n?).
e A ~ arreglo booleano: o (n).

Como costo de las operaciones bésicas, se supone:

e T (#) = 0(1)

o« T(\) = 0(1)

e T(Escoja min) = 0(n)

e T (min) = 0(1)

Entonces:

Tp(n) = 0(n) [O0(1) + O(n) + O(1)] + O(e) O(1)

= 0(n? + e)
= 0(n?)

Variante 2:

e G ~ lista de distancias directas: 0 (n?).

e A ~ arreglo booleano: o (n) .

Como costo de las operaciones bésicas, se supone:
e T(#) = 0(1)
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e T(\) = 0(1)
e T(Escoja min) = 0(n)
e T (min) = 0(1)

El analisis es idéntico al del caso anterior:

Tp(n) = 0(n?)
Variante 3:
« G ~ lista de distancias directas: o (n?).
« A ~ montén (inglés: heap) : 0 (n).

Como costo de las operaciones basicas, se supone:

o T (#) = O0(log n)
e T(\) = O0(log n)
e T(Escoja min) = 0(1)
e T (min) = 0(1)
Tp(n) = O(n) [0(log n) + O(1) + O(log n)] + O(e) O(1)

O(n log n + e)

Ahora, si el grafo G (v, E, c) no tiene "demasiados arcos", i.e.,s1 e < n log n, se tendrd que:

Tp(n) = O(n log n).

Este caso, de grafos con pocos arcos, es frecuente en la practica. Es decir, se tiene una variante
"practica" del algoritmo de Dijkstra, mejor que o (n?).

5.2.2 La implantacion con montones

La Variante 3 de implantacion del algoritmo de Dijkstra que se analizd en la seccion anterior
supone la utilizacion de una estructura de datos llamada monton (inglés: heap) para manejar el
conjunto de abiertos. En la literatura también se referencia esta estructura como una cola de
prioridad.

Un montén sirve para representar conjuntos ordenados totalmente, de suerte que es posible realizar
las siguientes operaciones y a los costos anotados:

o« T(#) = 0(log n) : agregar un elemento
e T(\) = 0(log n) : eliminar un elemento
e T(min) = 0(1) : calcular el elemento minimo

Para lograr este desempefio se emplea un arbol binario cuyos vértices corresponden a los elementos
del conjunto que se representa y que, ademas, tiene las propiedades de forma y orden.

La propiedad de forma , consiste en que

« la diferencia entre las alturas de dos hojas del arbol es 0 6 1.

« las hojas mas profundas estan en las ramas mas a la izquierda.

. todo nodo tiene 0 6 2 hijos, excepto quizas el padre de la hoja mas profunda mas a la derecha,
que puede tener solo un hijo.
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Algunos arboles con la propiedad de forma:

ke Jo v e

Un arbol con la propiedad de forma es casi completo, excepto que, en el ultimo nivel hay hojas de
la altura del arbol -aquellas que estdn mas a la izquierda- o de altura inferior en uno a la del arbol.
Esquematicamente, la forma de estos arboles se puede visualizar asi:

Notese que si el monton representa un conjunto de n elementos, su altura es 0 (log n).

La propiedad de orden consiste en que, o bien el arbol es vacio, o su raiz es mayor que todos los
elementos que estan bajo ella y, ademas, tanto el hijo izquierdo como el derecho también satisfacen
la propiedad de orden.

Ahora se puede justificar el hecho de que las operaciones de anadir, eliminar y calcular minimo
tengan los costos ya anotados:
« Para calcular el minimo, basta mirar la raiz del montén. Asi:

T(min) = O(1l).

. Para anadir un elemento, se coloca en el puesto que le corresponderia si se quisiera mantener la
propiedad de forma. Después, el elemento se "aspira" hacia arriba, intercambidndolo
sucesivamente con su padre, manteniendo la propiedad de forma, hasta que se cumpla la
propiedad de orden. Graficamente:

aspirar
s
O
Asi:

T(#) = O(log n)
ya que el numero de intercambios del nuevo valor con sus padres interinos puede ser, a lo
sumo, la altura del arbol, i.e., 1og n.

« Para eliminar el elemento minimo, se quita la raiz, y se coloca en su puesto el elemento més a
la derecha de los que estan en el nivel mas profundo. Esto mantiene la propiedad de forma.
Entonces se "cuela" hacia abajo la raiz, intercambidndola sucesivamente con el mayor de sus
dos hijos si uno de ellos fuera mayor. Cuando esto deje de suceder se tendra la propiedad de

orden. Graficamente:
i j colar > i i
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Por tanto, eliminar el elemento minimo demanda o0 (1og n) pasos, puesto que la labor de colar
puede tomar, a lo sumo, O0(log n) pasos. Un argumento similar sirve para mostrar que
cualquier elemento se puede eliminar en un nimero de pasos del mismo orden, es decir,

T(\) = O(log n).
5.2.3 Implantacion de los montones

Un montén puede ser representado muy eficientemente con un arreglo lineal, con Ila
correspondencia sugerida por la figura siguiente:

x[1]
— ~
x[2] x[3]
/\ /\ 1 23 45 678 9
-+
x[4] x[5] x[6] x[7] Xl I I I I I I I I | | | |
x[8] x[9]
Mas formalmente:
Valor nodo i : x[1]
Raiz : 1
Hijo izquierdo de i : 21
Hijo derecho de i : 2i+1
Padre de i : L%J
i no tiene hijos : 2i>n
i tiene un hijo : 2i=n
i tiene dos hijos : 2i<n

Con esta representacion se alcanzan los costos de aspirar y colar ya analizados.

5 Ruta maés corta en grafos 11



5.3 EL PROBLEMA GENERAL DE CAMINOS

El problema de la ruta més corta se puede generalizar cuando se considera que las etiquetas del
grafo G (v,E, c)toman valores en un semianillo (E,®,®,0,1). Mas aun, se supondra que el
semianillo E es cerrado3.

Para el planteo del problema original, las etiquetas toman valores en el semianillo (R*,min, +,
,0). Cuando un arco entre dos nodos u, v no existe, se entiende que c (u, v) =o. Ademas, se espera
que c (u,u)=0.

En la generalizacion debe pensarse que no todos los arcos deben existir. Naturalmente, la
generalizacion induce la necesidad de considerar que se tiene c (u, v) =0, el modulo de .®., cuando
(u,v) ¢E. Adicionalmente, debe tenerse que c (u, u) =1, el médulo de .®..

Para un camino r de la forma

r = (up, Uy, -..,Up-1)

se define el costo como:
costo(r) := (®: 0<i<m : c(uj,uj+1))-

Para i, jev, se define p, ; como el conjunto de todos los caminos de i a j.

El problema general de caminos se define como el de determinar, para i, §ev, el valor
ciy = (@: pEP;; : costo (p)).

Ejemplo: capacidad de una red de transporte

Supdéngase un grafo G (v, E, c)en el que los arcos representan capacidades de transporte entre los
nodos que unen. Por ejemplo, este es el caso de una red de carreteras, en la que las etiquetas
corresponden al maximo peso que los puentes entre dos nodos pueden soportar. El problema es
determinar la maxima carga que se puede enviar de un nodo fuente a un nodo sumidero.

Las etiquetas pueden considerarse en el semianillo* (R*, max,min, 0, ). Para un par de nodos u, v,
que no tengan un arco que los conecte directamente, se debe pensar que c(u,v)=0, i.e., la
capacidad de transporte es 0.

Para un camino r de la forma

r = <U.0,U.1, ...,um_1>

se define el costo o capacidad como:
cap(r) := {(min: 0<i<m : c(uj,ujs1))-

i.e., la capacidad de un camino estd definida por la del menor de los tramos que lo componen.

3 Es decir, las sumas de un niimero enumerable de elementos estan bien definidas, su valor no depende del orden de los
sumandos y la multiplicacion distribuye sobre estas sumas infinitas.

4 ¢f. Ejercicio 3.6.4.a.

5 Ruta maés corta en grafos 12



Para este caso, la interpretacion del problema general de caminos corresponde a encontrar, para
i,jev, el valor

*
Ci

;= (max: PEP,; cap (p)).
es decir, la méxima capacidad posible, considerando todas las maneras de conectar los nodos en
cuestion.

5.3.1 El problema de caminos como una clausura matricial

Ya en el Capitulo 3 se mostro la fuerte relacion que existe entre el problema de la multiplicacion de
matrices en el semianillo (R*,min, +,%,0) y el problema original de encontrar costos de rutas
minimas. No es dificil mostrar que estos resultados se pueden generalizar facilmente al problema
de caminos definido en la seccion anterior. Mas exactamente, valen:

Teorema A

Para x>0, sea c* la k-sima potencia de la matriz c=(c, ) eM, (£), definida de modo que, para i, je
Vi
Ciy = c(i,3) , si (i,])€E
=0 , si (i,7)¢E

Entonces, para i, jev:

k
Ciy = (@®: PEP;;, Ipl=k : costo (p))

0
Corolario B
Para i,jev:
Ciy = (®: k20 : Ciy)
1

El Corolario B muestra como la pregunta del problema generalizado de caminos corresponde,
precisamente, al calculo de la clausura de la matriz c en el semianillo M, (E).

5.3.2 El algoritmo de Floyd-Warshall generalizado

El algoritmo de Floyd-Warshall puede extenderse para solucionar el problema general de caminos.
En el caso general debe considerarse la posibilidad de utilizar caminos que incluyan ciclos. El
resultado se puede presentar de la siguiente manera:

proc FWg (var m:array[l..n,l..n] of E)

{Pre: m = C}
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{Pos: m = C"}
[ for k:=1 to n —
for i:=1 ton —>
for j:=1 ton

> mii,3l:= mli,3] ® (mii, k] ® Cp ® mlk,31);
m[klj] = Ckk ® m[klj]
rof;
mii, k]:= m[i, k] ® Cpy
rof
rof
]
Complejidades:
Teyg (n) = O(n3)
Seig (n) = 0(n?) .

*
En muchas ocasiones se tiene que Cxx = 1, como en el caso del algoritmo original, el problema de
conectividad o el problema de capacidad antes mencionado. Esta situacion corresponde al hecho de
que los ciclos no contribuyan a "mejorar los caminos".

5.4 EJERCICIOS

1 Considere el grafo G (v, E, c):
3

a Construya una matriz de distancias directas que represente a G.
b Determine el costo minimo de un camino del nodo 1 al nodo 9.
2 Compruebe la correccion del algoritmo de Floyd-Warshall generalizado.

3 Explique por qué el algoritmo de Dijkstra no resuelve el problema de la ruta minima si se
consideran arcos etiquetados con niimeros negativos. D¢ condiciones suficientes para que el
problema tenga sentido en un grafo con costos tanto positivos como negativos y explique
como debe modificarse el algoritmo para considerar este caso.

4 Modifique el algoritmo de Dijkstra para que resuelva el problema -més simple- de averiguar
el costo minimo de un camino entre dos vértices.
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5 Complete el algoritmo de Dijkstra para que, adicionalmente, calcule informacidén necesaria
para resolver el problema de encontrar rutas minimas entre la fuente y los demas vértices.
(Cuanto encarece las complejidades de espacio y tiempo el realizar este trabajo adicional?

6 Una agencia de turismo tiene informacion sobre posibilidades de viaje directo entre cada
pareja de n ciudades. Para ir de manera directa de una ciudad A a una ciudad B, se conoce la
distancia por recorrer, el precio del pasaje y la duracion del viaje. Dadas dos ciudades,
describa un algoritmo para calcular costos de rutas 6ptimas en cuanto a distancia recorrida,
precio de pasajes y duracion. Estime la complejidad temporal y espacial de su algoritmo.

7 Siga las ideas del algoritmo de Dijkstra para construir un algoritmo que determine qué nodos
son alcanzables desde un vértice distinguido en un grafo dirigido G (v, E) .
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