6 RELACIONES Y FUNCIONES

Relacionar elementos de conjuntos es usual en el lenguaje matematico, v.gr., "3 es mayor que 1", "true es
mas débil que false", "Adan es el padre de Cain", etc. En general, esta clase de afirmaciones es la que
tiene predicados como lenguaje formal correspondiente.

En otras palabras, una relacion es una afirmacion sobre elementos de conjuntos que se expresa con un
predicado y, por tanto, puede ser o no verdadera. La formalizacion de esta idea resulta muy sencilla cuando
una relacién se identifica con un subconjunto de un producto cartesiano. Las relaciones binarias -que
relacionan dos elementos- son especialmente interesantes y, quizas mas, las relaciones binarias de

elementos de un mismo conjunto. Ejemplos de esto son "ser menor", "dividir a", "ser igual a", etc., hablando
de nimeros enteros.

Las funciones se mostrardn como relaciones especiales, que cumplen propiedades especificas que las
hacen Utiles para expresar y calcular.

6.1 RELACIONES BINARIAS
Una relacion binaria de un conjunto A en un conjunto B es un subconjunto de AxB.

Se usan las siguientes notaciones:
e A & B:conjunto de las relaciones de A en B. Es decir, A <> B = 2*8
e A & A:conjunto de las relaciones en A (de AenA). Obien, A < A = 24

Se escribe
R: A« B

para significar que R es una relacion de A en B. Si acA, beB, se dice que a esta relacionado con b por R si
(a,b)eR. En este caso, es usual encontrar notaciones como

e aRb

e R(a,b)

* Ry -

También se definen, paraR: A « B:

o A : el dominio de la relacion R
e B : el codominio de la relacion R
e dom R = {a](@b]: aRb)} . el dominio de definicion de la relacion R
e ran R = {b](3a]: aRb)} : el rango de la relacion R
e R: B o A
R" = {(b,a)| aRb} :larelacion R transpuestal

Se consideran las siguientes relaciones especiales

e J : la relacién vacia
e L = AxB : la relacion total / universal en AxB
o 1 : la relacion identidad en A

1 En la literatura también se usa la notacion R~ para denotar la transpuesta.



6.1.1 Tipos de relaciones

En la siguiente tabla, sea R: A <> B. La primera columna se refiere a la denominacion de conceptos que
se utilizan para referirse a propiedades de las relaciones. La segunda columna establece la definiciéon formal
de estos conceptos. La tercera columna muestra ejemplos de los conceptos introducidos.

Definicion Ejemplo
R total (3b:B]: aRb) .<. I nat & nat
R univoca pred : nat < nat
R funcién parcial aRb; A aRb, = b;=b, pred = {(x,y)] y=x-1}
Si bj=a-1 y by=a-1
entonces
b, = b,
R 1-1 suc : nat < nat
R inyectiva a;Rb A a,Rb = a;=a, suc={(x,y) |y=x+1}
Si b=a;+1 y b=a,+1
entonces
a; = a,
R sobre (Fa:A]: aRb) .<. I int & int
R sobreyectiva
R funcion R univoca A R total suc : nat < nat
suc={(x,y) ly=x+1}
R biyeccion R funcion A R 1-1 A R sobre I: Ao A
R biyectiva I = {1 x=y}
Nétese que:
e R total = dom R = A
e Rtotal = R" sobre
e R sobre = ran R = B
e Runivoca = R"1-1

R biyeccién = RT biyeccion.

6.1.2 Representaciones
Las relaciones se pueden representar de diversas formas. El uso de una representacion especifica depende

de la aplicacion que se tenga en mente y de la facilidad de manipulacion de la informacién que la relacion
guarda.

6.1.2.1 Matrices

Una matriz M de tipo X, de dimensiones mxn, es un arreglo de m filas y n columnas de elementos de tipo X.
7,..n(B)es el conjunto de las matrices booleanas de dimensiones mxn. El elemento en la fila i y columna j

de la matriz M se denota M[ i, j], para 1<i<m, 1<j<n.

En general, siA = {aj,a,,...an}, B = {by,b,,....b,}, unarelacion R: A<B se puede representar con una
matriz booleana Mye 7,,.,(B) tal que, para 1<i<m, 1<j<n:
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MR[i ,j] = ai R bj.

Por ejemplo: A = {a,b,c,d,e}, B = {X,y,z}. Larelacibon R = {(a,x),(c,y),(d,x)} se puede
representar con la matriz
100
000
MR = 010
100
000

entendiendo que a;=a, a,=b, az=c, ay=d, ag=e, b;=x, b,=y, b3=z.

6.1.2.2 Grafos

Un grafo (dirigido) G(V,E) es una estructura matematica en la que se tiene un conjunto de vértices V y un
conjunto de arcos E. Un arco es una pareja (u,Vv)eVxV; se interpreta como una conexién del vértice u al
vértice v.

En otras palabras, un grafo es una representacion de una relacion sobre el conjunto de vértices V. La
relacion representada es, precisamente, la de "ser arco". Es usual tener una version visual de esta
representacion, en la que los vértices se representan como puntos en el espacio y un arco (u,v) se
representa con una conexion dirigida del vértice u al vértice v.

Una relacién R: A<»B se puede representar con un grafo G(AUB,R), en el que el dominio y el rango se
dibujan como conjuntos aparte y los arcos van desde puntos de A hasta B, mostrando la correspondencia
entre el dominio y el rango, v.gr.,

Una relacion Rz A«<>A se puede representar, de manera andloga, con un grafo G(A,R). Hay que tener en
cuenta que los arcos van de puntos del conjunto A en él mismo.

El caso en que dominios y rangos son finitos permite pensar en una visualizacion del grafo que ayuda a
entender la relacion. Para el caso de una relacion Rz A<A, con A = {a;,a,,..,a,}, la representacion

gréafica corresponde a un grafo G(A,—) con arcos i—]j siy solo si R(a; ,aj). Por ejemplo, la relacién
S={(0,1),(1,0)}, definida en {0, 1} se puede representar con el grafo:

6.1.2.3 Gréficas 2D y 3D

Cuando los dominios son numéricos se pueden mostrar en un plano cartesiano, v.gr., la relacion
R={(X,y) :RxR] x+y>1} se puede representar con la grafica
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X+y>1

47

Ejercicios 6.1

1 Para cada una de las siguientes relaciones decidir si es total, univoca, inyectiva, sobreyectiva:
a .>. : nat & nat
b .2. : nat & nat
c .>. nat < int
d .>. int & nat
e .R. : nat <& nat, donde aRb = a=b+1
f .M. : nat < nat, donde R={(0,Xx):xenat}

2 Sean A = {aj,a,..a,}, B = {bi,b,,....b}, R: AB y Mre %1 (B) la matriz que representa
esta relacién. Dar condiciones sobre Mg, para que R sea:

a total
b univoca
c inyectiva
d sobreyectiva.
3 Sean A = {0,1,2,3,4,5}, B = {0,1,2,3,4}. Construya las matrices booleanas que
representan las siguientes relaciones:
a .<. : Ao B
b .<. : Ao B
c .2. Ao B
d .>. : Ao B
e .]- : A & B, donde a]b se entiende como “a divide a b”
f _.R. - A < B, donde aRb = a+b=5

6.2 COMPOSICION RELACIONAL

Dadas dos relaciones R: A < B, S: B <« C, se define la composicién de R con S como una relacién
R.S: A « C talque:

R.S = {(a,c)| (@b]beB: aRb A bSc)}.

La notacion elegida permite afirmar que
a ResS ¢ = (@b]beB: aRb A bSc).

La composicion se puede representar con un diagrama de la forma:
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R-S

6.2.1 Composicion relacional y operaciones de conjuntos

Los siguientes teoremas se pueden demostrar a partir de las definiciones:

Teo A:

- asociatividad : R-(S-T) = (R-S)-T

Distributividad -/ : RS uT = (R:S) u RT)
(S U TR = (S:R) u (T-R)

Semidistributividad -/ : R (S nT) ¢ (RS) n (RT)
(S n TR < (5-R) n (T:R)

I

6.2.2 Composicion relacional y productos matriciales

La multiplicacion de matrices booleanas se define de modo que la matriz resultado en la posicién (i,j) es
la disyuncion de las conjunciones de filas y columnas. Mas exactamente, si 7,,,,(B) es el conjunto de las

matrices booleanas de dimensiones mxn, cuando se tienen matrices Pe 7, ,(B), Qe Wznxq(B), se puede
definir la matriz producto PQe Wzqu(B), de modo que:
(POILi.J]1 = (vKk] 1<k<n : PLi,k] A QI[k,jJ1), para 1<i<m, 1<j<n.

Considérense tres dominios A = {a;,a,...ap}, B = {by,b,,...b}, C = {c4,Cy,....cp}, de modo que se
tengan relaciones R: A <& B, S: B & C y R.S: A«C. Cada una de estas relaciones tiene una
representacion matricial correspondiente, donde Mge 7, ,(B), Mge %nxp(B) Yy Mgose mep(B)- Més

exactamente, para 1<i<m, 1<k<n, 1<j<p:

MR[i,k] = ai R bk

MS[k’j] = bk S Cj

MROS [i ,j] = ai ROS Cj
Ahora, obsé:th_ase que

Mros L[1,3]

aj R-S ¢j

(MRMs) [i ,j]

Es decir:
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MgMs = Mg.s-

La composicion de relaciones es especialmente interesante para relaciones en un conjunto. Para R: AoA,
se pueden definir potencias, asi:

RO =1

R = R*R , k20

En este caso, es claro que, para k=0:

6.3 RELACIONES EN A

Las relaciones sobre un mismo conjunto son muy utilizadas y estudiadas. La siguiente tabla lista algunas

propiedades importantes, paraunaR: A < A:

Definicién Ejemplo
R reflexiva aRa .2. : nat < nat
R irreflexiva —aRa .<. I nat & nat
R simétrica aRb = bRa hno Pers.c')na <> Persona .
hno(a,b) = "a es hermano de b
R asimétrica aRb = —bRa .<. :© nat & nat
R antisimétrica aRb A bRa = a=b c. 1 2o 28
. .]- - nat <& nat
R transitiva aRb bRc = aRc
é alb = (3d]: b = d*a)
. ) ) . N .=y- - hat < nat
R equivalencia R reflexiva, simétrica, transitiva
a=,b = m](a-b)
R orden parcial R reflexiva, transitiva, .]- - nat <& nat
antisimétrica alb = @d]: b = d*a)

R orden total

R orden parcial A
(va,b]: aRb v bRa)

-<. I nat & nat

La siguiente tabla establece, en la segunda columna, la definicion del concepto correspondiente listado en la
primera columna, para una relacion R: A<»A. En la tercera columna se presenta una formulacion alternativa

equivalente a la definicién (resultados que pueden demostrarse con teoria de conjuntos):

Propiedad Definicion Alternativa
R reflexiva XRx IcR

R irreflexiva —(XRx) INR = O

R simétrica XRy = yRx R=R

R antisimétrica | xRy A yRX = x=y RNnR cl
R asimétrica XRy = —(yRx) RNR =7
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R transitiva XRy A YRz = xRz R c R

La demostraciones de que las férmulas de la tercera columna equivalen a las definiciones de la segunda
columna son relativamente faciles de entender y recordar. La caracterizacion de la transitividad puede ser
una excepcion a lo anterior. A continuacién se explica por qué es asi:

R transitiva

(Def transitividad)
XRy A YRz = XRz
= (Generalizacion)

(VX,yY,z]: XRy A YRz = XxRz)
= (Def =, De Morgan)

(Vx,y,z|: —xRy v —yRz v xRz)
= (Anidamiento)

(vx,z]: (Vy]l: =xXRy v —yRz v xRz))
= (XRz no depende de y: Distr. Vv/V)

(vx,z]: (¥vy]l: =XRy v —=yRz) v xRz)
= (De Morgan)

(vx,z]: (Vy]l: =(XRy A yRz) v xRz)
= (De Morgan Gral)

(vx,z]: =@Gyl:(XRy A yRz) v xRz))
= (Def =)

(vx,z]l: @yl: XRy A yRz) = xRz))
= (Def R?)

(vx,z]: xR?z = xRz)
= (Def <)
RZ <R

6.4 CLAUSURAS

Dada una relacion R: A<»A, va a resultar Gtil buscar la relacion mas pequefia que contiene a R y que, a su
vez, tiene una propiedad especifica, como ser simétrica, transitiva, etc. Una tal relacion es una clausura-@,
si @ es la propiedad que se desea.

Def A:

Clausura reflexiva : r(R) = IUR
Clausura simétrica : s(R) = RURT
Clausura transitiva : R*= (ui] O<i : R)
Clausura transitiva-reflexiva : R"= (ui|] 0<i : R)

Con demostraciones mas bien técnicas, se puede comprobar que:

¢ r(R) es larelacion reflexiva mas pequefia que contiene a R.

s(R) es la relacion simétrica mas pequefia que contiene a R.

R* es la relacién transitiva mas pequefia que contiene a R.

R” es la relacion transitiva y reflexiva mas pequefia que contiene a R.
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Ejemplo A

Supongase conocido un dominio P = 0..n-1, wuna comunidad compuesta por n>0 personas,
denominadas 0,1,..,n-1. Sobre P, suponganse conocida las relacién
Hijo: P & P
tal que
Hijo(a,b) =~ "a eshijode b".

Dado a, un miembro de la comunidad, se quieren resolver las siguientes preguntas alrededor de relaciones
de familia y de edad entre a y la comunidad:
e padres.a : el conjunto de los padres de a.

e hnos.a : el conjunto de las hermanos de a (hijo de uno de los padres de a, diferente de a)
e tios.a : el conjunto de los tios de a (hijos de un hermano del padre de a)

e phnos.a :el conjunto de los primos hermanos de a (hijos de un tio de a)

e ancs.a : el conjunto de los ancestros de a (padres, abuelos, bisabulelos, ... de a)

e descs.a el conjunto de los descendientes de a (hijos, nietos, bisnietos, ... de a)

La relacién Hi jo se puede describir con el siguiente grafo dirigido, en el que los arcos representan relacion
de arriba abajo. Por ejemplo, cuando n=15, la familia puede tener las siguientes relaciones (Hijo =

{(6,0),(6,1),(5,0),(5,1),..}):

10 =] 1z

11 i3

entonces:

padres.10 = {6,7}

hnos.10 = {13}

tios.10 = {5,8,14}
phnos .10 = {9,122}
ancs.10 = {0,1,2,3,6,7}
descs.10 = {11}

Para cada una de estas relaciones, se puede establecer si la relacién es 1-1, sobre, funcion, etc.

Notese que:

padres(a) = {x] Hijo(a,x)}

hnos(a) = {x] x#a A (3p]l: Hijo(a,p) A Hijo(x,p))}
tios(d) = {x] (@pl: pepadres.a A xehnos.p)}

etc.

También:

padre: P < P

padre(a,b) = Hijo(b,a)

6 - Relaciones y funciones - 8



Es decir:
padre = Hijo'

hno: P & P

hno(a,b) = a#b A (3pl: Hijo(a,p) A Hijo(b,p))
= Neq(a,b) ~ (3p|: Hijo(a,p) A Hijo'(p,b)) // NEq = .#.
= Neq(a,b) A~ (Hijo' - Hijo)(a,b)
= (Neq n (Hijo'™ - Hijo))(a,b)

Es decir:

hno = Neq n (Hijo" - Hijo)

Observaciones como la anterior dan lugar a considerar métodos de responder preguntas sobre relaciones
gue se basen en manipulaciones algebraicas y tablas (usando la representacion de las relaciones). Este es
el fundamento de las llamadas bases de datos relacionales.

Para ilustrar la idea anterior, si se quisiera saber si 10 es hermano de 9, habria que averiguar si
hno(10,9) se cumple. Para hacer esto se puede

e comprobar que Neq(10,9), ya que 10+#9;

e calcular el producto Hijo" - Hijo;

e comprobar que —(Hijo" © Hijo)(10,9);

e responder: no.

I

6.5 RELACIONES DE EQUIVALENCIA

Las relaciones de equivalencia reflejan el hecho de que dos objetos tengan un mismo valor con respecto a
una propiedad dada. Permiten clasificar objetos en conjuntos que tengan la misma propiedad.

Def: R: A < A es equivalencia = Rreflexiva, simétrica y transitiva

I

Una relacion de equivalencia cumple tres propiedades que pueden recordarse pensando en una relacion de
igualdad, que es claramente una equivalencia. Sin embargo, como se vera, hay muchas mas equivalencias
gue no son igualdades, en el sentido de que relacionan objetos que se consideran equivalentes sin ser

iguales?.

Ejemplo A

Los siguientes son ejemplos de relaciones de equivalencia.
a = T Ao A

La igualdad es la relaciéon de equivalencia por excelencia. Note que otra notacién para la igualdad es
ladelaidentidad 1: A < A

b R: Int & int
XRy = X=y v X=-y

2 pe hecho, la igualdad es una condicién mas fuerte. Por ejemplo, la regla de Leibniz permite cambiar "iguales por iguales”, de modo
que una cosa se puede cambiar por otra igual sin que nada que se diga sobre la primera (falso o verdadero) cambie de valor de
verdad. Esto no va a ser necesariamente cierto, en el caso de una equivalencia.
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(o S: real & real
XSy = (X-y)eint

d P: int & iInt
XPy = par(x-y)
(0

Def A: SeaR: A < Arelacién de equivalencia. Para acA se define
[alg = {x:A] aRx} : (R-) clase de equivalencia de a.

Se omite el subindice en la notacién y se denota [a], si es claro de cuél R se trata.

I

Nétese que toda clase de equivalencia tiene, al menos, un elemento. Claramente:

(ual:[a]) = A.
Las clases de equivalencia cumplen las siguientes propiedades:

Teo B: SeaR: A < A equivalencia. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a aRb

b [a]l n [b] # J

¢ [a] = [b]

Dem: Se omite.

I

El teorema afirma que dos elementos estan relacionados por una equivalencia si y solo si pertenecen a la
misma clase de equivalencia. Las clases de equivalencia, de hecho, forman una particiéon del conjunto en
gue se definen, en el sentido de la siguiente definicion.

Def C: Sea A conjunto. P c 2* es una particion de A si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:
a (uB:P]: B) = A
b (vB;,By:P| B1#B, : BinB, = &)
I

Entonces:
¢ Las clases de equivalencia de una relacion de equivalencia R: A <>A son una particion de A.
e Dada una particion P de un conjunto A, larelacibn E: A <> A, definida por

E(x,y) = (3B:P]: xeB A yeB)

es una relacién de equivalencia. Las clases de equivalencia de E son los elementos de P.
Ejemplo B
A continuacion se establece la forma de las clases de equivalencia para las relaciones del Ejemplo A.

a =. I Ao A

[a] = {b] a=b} = {a}.

b R: int & int
XRy X=y Vv X=-y
[x]1 = {yl x=y v x=-y} = {-x,x}

c S: real & real
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xSy
[x1

d P: int & int

xPy = par(x-y)
[x] {y:int] par.y = par.x}

(xX-y)eint
{y: real| x-yeint} = {y:real |Gk:int]: y = x-[x] + k)}

I

6.6 RELACIONES DE ORDEN

Def A:
a Unarelacién <: A < Aesorden parcial si < es reflexiva, antisimétrica y transitiva.
En este caso, (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado (inglés: poset).

b < : A & Aesorden estricto si < es irreflexiva y transitiva.

I

Las anteriores definiciones de relaciones de orden se pueden recordar si se piensa en las relaciones < y <
definidas sobre nimeros naturales. Sin embargo, se vera que el concepto de orden parcial que aqui se
define es mas general que el del orden en los nimeros naturales.

Los siguientes resultados son demostrables a partir de las definiciones:
e < orden parcial = (x N #) orden estricto
e < orden estricto = (< v =) orden parcial

Se usa la notacién < para (= n #). En este caso, < se llama el orden estricto correspondiente a <.
Se usa la notacion < para (< U =). En este caso, < se llama el orden parcial correspondiente a <.

La transpuesta de un orden parcial es un orden parcial. La transpuesta de un orden estricto es un orden
estricto. Se usan las notaciones: > para <", y = para <'.

Ejemplo A

a .<.: real & real esunorden parcial;
.<.: real < real eselorden estricto correspondiente.

b c.i 20 o 28 es un orden parcial sobre los subconjuntos de A;
c.n 2h o 28 es el orden estricto correspondiente.

I

Una de las diferencias entre un conjunto parcialmente ordenado (A, <), en general, con el orden de los
ndameros naturales (nat,<), es que en este Ultimo siempre se pueden comparar dos nimeros para saber
si uno es menor o igual al otro o viceversa. Esto no es asi en general. Por ejemplo, en el caso de (2*,<),
dados dos subconjuntos de A, no tiene que estar contenido uno en el otro.

Def B: Si (A, <) es un conjunto parcialmente ordenado, X,yeA:
a X,y son comparables = X<y v y=X

b R es orden total = (Vx,y|: X,y comparables)

I

Def C: Si (A,<a), (B, <g) son conjuntos estrictamente ordenados, se define el orden estricto
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<pex - AxB < AxB

de modo que
LY) <pex (W,2) = X<pW v (X=W A y<gW)

Entonces, <o« €S el orden lexicografico definido a partir de los érdenes en las componentes. El orden
parcial lexicografico correspondiente es <jqy-

I

Def D: Sea (A, =) un conjunto parcialmente ordenado.

a Una cadena descendente de tamafio n es un conjunto {a, | 0<k<n}, tal que: ag>a;>.. >a,_1.
b Una cadena descendente infinita es un conjunto {a, | kenat}, tal que: ag>a;>.. >ay>ay 1>
c (A, <) es un orden bien fundado (obf) si no tiene cadenas descendentes infinitas.
I
Ejemplo B

Los siguientes son ejemplos de 6rdenes bien fundados:
a (nat,<).

b (nat’, |), donde
nat" = {n:nat] n>0}

glp = (3d:nat]|: g*d = p)
Nétese que q|p cuando p es un mdltiplo de q.

c (2%, ), si A es un conjunto finito.

d (AxB, <1y Si (A,=p), (B, =p) son obfs.

Los siguientes son ejemplos de 6rdenes que no son bien fundados:
e (int,<)
f (real ,<)

g (2*,), si A es un conjunto infinito.

I

6.7 FUNCIONES

Las funciones parciales son relaciones univocas, i.e., donde cada elemento del dominio esta relacionado a
lo sumo con un elemento del rango. Las funciones totales, también llamadas simplemente funciones son
funciones parciales cuyo dominio coincide con todo el conjunto de salida de la relacion.

La notacion para funciones varia con respecto a la de las relaciones. Se usa:
f:- A> B

T funcién parcial de Aen B = f: A B A T univoca
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£ funcion (total) de Aen B f funcién parcialde AenB A T total

= f: Ao B A f univoca A T total

Una funcién Ff: A — B describe una correspondencia entre los elementos de un conjunto A, el dominio
de la funcién y un conjunto B, llamado el codominio de la funcién. En lugar de la notacién relacional afb o
(a,b)ef, se escribe, aprovechando que la imagen de a es Unica:

f(a) = b
y también (si A no es un producto cartesiano)

f.a=>b
0 incluso

fa=>b

La descripcion de la correspondencia puede usar reglas sencillas, tablas, recurrencias, etc.
Ejemplo A
Los siguientes son ejemplos de funciones:

a f: nat — nat
x [0 x+1

b Az Bool x Bool— Bool
(p,g) [0 if p then q else false fi

c v, : {a,e,i,o,u} - Bool

a 0 true
e 0 true
i 0 false
o 0 false
u 0 false
d F: nat —» nat

F. 0

F 1

F

S5 kO
Inn

F(n-2)+F(n-1), n>2.
I

6.7.1 Composicion funcional
Como relaciones que son, las funciones pueden componerse (cf. 6.2).

Es facil ver que la composicion de relaciones univocas es univoca. Es decir, la composicién de funciones
parciales es una funcién parcial. Esto vale también para las relaciones totales. Resumiendo:

¢ la composicién de funciones parciales es una funcion parcial.

¢ la composicién de funciones es una funcion.

Si se tienen dos funciones
f: A> B
g: B> C

Para xedom T:
x,f.x) € F
(F.x,9(f.x)) € g-
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Y entonces:
x,9(f.x)) e fg.

Asi que la funcion
f-g: A > C

es tal que
(f-g).x = g(f.x).

La notacion relacional no parece préactica para componer funciones. En cambio, se prefiere denotar, cuando
se trata de composicion funcional:
gf: A>C

de modo que
g-f = fog.

Y entonces:
(9-F).x = g(f.x)

El operador . se suele omitir, y se escribe gf para significar g.F .
Graficamente, la composicién funcional se puede ilustrar con un diagrama de la forma:

f
A—» B

gf

6.7.2 Secuencias y sucesiones
Para recordar:

dados dos conjuntos A, B se ha definido el producto cartesiano
A x B = {(a,b)] acA A beB}

Se generaliza a un ndmero n de conjuntos, n=0, asi:
Al X A2 X .. X An = {(al,az,...,an)l (Vi I 1Si£n - aieAi)}

Los elementos de un producto cartesiano de n conjuntos son n-tuplas. En una tupla importa el orden de los
elementos y siempre hay n elementos mencionados (incluso, si hay repeticiones).

Cuando los conjuntos que participan en un n-producto cartesiano son todos iguales, digamos A, el producto
se denota A".

Def A : Una n-secuencia de elementos de A es un elemento de A".

I

Def B: Una n-secuencia de elementos de A es una funcion f: {k:nat] 0O<i<n} — A

I
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Las dos definiciones son equivalentes (cada una representa la otra). En vez de la notacion de tuplas,
usando paréntesis corrientes, se acostumbra usar

<a0 ’ al 3y an-l)
para enfatizar que se habla de una secuencia.

Se denota
Seq[A] : el conjunto de las secuencias sobre A.

Una O-secuencia de elementos de A es la secuencia vacia (de A). Se denota () o también ¢ (y en otros
textos, A).

Def C: Una sucesion x sobre A es una funcion Xx: nat — A.

I

6.7.2.1 Operaciones sobre secuencias / sucesiones

Seq[A] se puede definir recursivamente. La siguiente notacion indica cémo puede hacerse esto de
manera sistematicas:

TAD Seq[Al]
* g : — Seq // una constante
* _<. - Ax Seq — Seq // prepend, afiadir por atras

Pareceria que esta fuera una definicién con problemas, porque esta definiendo secuencias suponiendo que
ya se tiene un conjunto de secuencias para describir las imagenes de ¢ y <. En realidad, se quiere decir lo
siguiente:

Seqy = {¢}
Seq,.; = Seq, v {s| s = a<s,, acA, s,<Seq,}, n=0
Seq = (un]: Seq,)

Notese que la secuencia (a;,a,,..,a,) Se puede denotar con

al<1(a2<l <l(an<8))
Yy, por convencion, escribir esto como
a1<a2< <lan<18 -

O sea, se tiene una representacion para cualquier secuencia de A, en términos de ¢ y <.

Ahora, se pueden afiadir operaciones definidas de la siguiente forma:
head: Seq A - A
head(a<s) = a

tail () =

tail: Seq A > Seq A
€
tail(a<s) =

S

3 Se define el TAD Seq[A] (tipo abstracto de datos). Esta es una construcciéon de una estructura de datos que define un conjunto de
objetos y operaciones sobre él. Es una definicion matematica de una clase, sus objetos y sus operaciones.
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isempty: Seq A — bool

isempty ()
isempty(a<s) = false

last: Seq A »> A
last(a<s) = if isempty(s) then a else last(s) fi

size: Seq A — nat
size(e) =0
size(a<s) = size(s) + 1

N2 Seq A x Seq A > Seq A
eM =t
(a<s)™t = a<(s™b)

Obsérvese que las operaciones definidas son funciones parciales, en general. Y, en muchos casos, se trata
de funciones. Por ejemplo, no se define head(¢), por lo que head es funcion parcial. Sin embargo, tail e
isempty si estan definidas univocamente para toda posible secuencia, de modo que son funciones.
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