5 CONJUNTOS

La légica y los conjuntos tienen conexiones mas o menos evidentes. La semantica de las operaciones
I6gicas es usualmente explicada de manera informal con diagramas de Venn-Euler, una forma grafica de
visualizar conjuntos. Por ejemplo, si U es un universo de cuyos elementos se afirman proposiciones, se
puede hablar de que, para una proposicion p sea Ap la coleccién de los elementos de U que satisfacen p.

Entonces es facil entender diagramas como el siguiente, para mostrar los elementos que satisfacen dos
proposiciones simultaneamente:

Nétese que Aprg: la coleccién de los elementos de U que satisfacen p A q, se representa con la parte comun
entre Ap y Aq. En el lenguaje de los conjuntos, se habla de la interseccién de Ap con Aq, de modo que

Aprg = Ap N Ag-
Esta es una de muchas relaciones interesantes que se presentan entre légica y conjuntos que, a partir de
las definiciones que se den para éstos, van a ser faciles de comprenderse y de utilizarse.

Los conjuntos se van a entender, intuitivamente, como agregados de cosas. Las cosas que pueden formar
parte de un conjunto son, en principio, las que uno quiera. Sin embargo, al definir precisamente los
conceptos se evitan problemas de consistencia que pueden aparecer si se permite una libertad excesiva en
la construccion.

En los conjuntos, un concepto fundamental es el de que un elemento pertenezca o no a la coleccién de que
se trata. Como uno esperaria poder referirse a un conjunto explicando cuéles son los elementos que lo
constituyen como coleccién, no van a ser importantes ni el orden en que se mencionen estos elementos ni
si se repiten algunos en la descripcién. Esto hace las cosas mas sencillas desde el punto de vista
matematicol.

5.1 CONJUNTOS
Un conjunto es un agregado de objetos.

La notacion
XeA

se usa para significar que el objeto x es elemento del conjunto A. También se lee "'x pertenece a A".

1 sj el orden llega a ser importante, se puede pensar en otras formas de concebir agregados de elementos, como son las secuencias y
las sucesiones (cf. 6). Si las repeticiones importan, se puede hablar de bolsas (inglés: bags).



En informéatica se escribe (puede variar, segun el lenguaje)
X:A

para significar ""x es de tipo A". La nocion es cercana a la pertenencia de conjuntos, porque los tipos son
conjuntos dotados de operaciones?.

Definir un conjunto se refiere a declarar los elementos que pertenecen a él. La definicidon se hace evidente
mediante una notacion especial, por lo que también se habla de denotar. Esto se puede hacer de manera
extensional, cuando la coleccion de elementos se establece con una enumeracion (que termina). También
puede hacerse de manera intensional3, cuando se establece una propiedad que deben cumplir los
elementos.

La notacion extensional para conjuntos consiste en listar, enmarcados en llaves '{, '}' los elementos del
conjunto, separados por comas, v.gr.,

{a,e,i,o,u}

{0,1,2,3}

{APA, AUV, JMSC}

O

La notacion intensional puede describirse con la regla sintactica
{(variable):(dominio) | {predicado)}

donde

(variable) es un identificador de variable

(dominio) es un universo en el que la variable puede tomar valores
(predicado) es un predicado que puede mencionar la variable.

Como ejemplos de notacion intensional:
{n:nat | n>5}
{r:real | (@p.,q:int | g#0 : r = p/qQ)}
{z:int | z=0 v z=1 v z=2 v z=3}

La notacion extensional esta claramente limitada a conjuntos que no tengan una infinidad de elementos. Sin
embargo, se usa de manera informal para conjuntos infinitos discretos, apelando al sentido comun del
interlocutor:

{0,1,2,3,..}

{.,-3,-2,-1,0,1,2, .}

Al denotar extensionalmente no importan el orden ni las repeticiones de elementos. Asi, se entiende que,
por ejemplo:

{a,e,i,o0,u}

{a,i1,0,e,u}

{a,a,o0,1,0,0,i,e,u}

deben denotar el mismo conjunto.

5.1.1 Conjuntos “conocidos”

En Matematicas se trabaja con ciertos conjuntos que aqui se dardn por conocidos:

2 Esta idea de tipo coincide con la que ya se us6 al presentar las cuantificaciones en capitulos anteriores.

3 Ni "extensional’ ni “intensional" son palabras del espafiol, pero es corriente llamar de estas maneras a las formas de denotar los
conjuntos.
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Matematicas Informética | Significado Elementos
%) {}, void Conjunto vacio
U (no estandar) Conjunto universo Todos "los que interesan”
N nat Numeros naturales 0,1,2,3,...
Z int Numeros enteros ..-.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..
z* int’ Numeros enteros 1,2,3,--.
positivos
R Numeros reales 0, -17, 17.23, =, e, ... (ejemplos)
Q real float | Nameros reales p/q:R, con p,q:Z, q+0
rat racionales
Q" real” Numeros racionales p/q:R, con p,q:Z*, q+0
float® positivos
rat’
C Numeros complejos a+ib, con a,b:R, i=V(-1)

La notacién en informética no es estandar (depende de los textos, lenguajes de programacion, etc., donde
estos conjuntos se mencionen). Pero es usual que en un lenguaje de programacion se distinga tipos de
valores, que no son otra cosa que conjuntos manejados de manera basica en el lenguaje.

5.1.2 Operaciones sobre conjuntos

La notacién de conjuntos y la teoria alrededor es muy usada en diferentes contextos. La siguiente tabla
debe entenderse como un recuento de esta notacién y del significado pretendido con los simbolos de la
teoria (contencién de un conjunto en otro, unién e interseccion, etc.).

En la tabla, A y B son conjuntos. La segunda columna ensefia como se lee la notacién y la tercera cual sera
el significado formal de la misma. Los ejemplos pretenden ilustrar la notacién con usos que se entiendan de
manera intuitiva.

Notacién | Selee Significado Ejemplos
AcCB A contenido enB Todo elemento de A es {1,2} < {1,2}
_ elemento de B:
A subconjunto de B nat — int

(vx]: xeA = xeB)

A c B Acon_tenido Todo elemento de A es {1,2} < {1,2,3,4}
propiamente enB elemento de B, pero no
A subconiunt todo elemento de B es nat c int
prigigogjeug ° elemento de A:
AcB A (B cA
AU B AuniénB Conjunto que contiene los | A = {1,2}
elementosde AylosdeB: |B = {1,3,5}
AuUB = {1,2,3,5}
{x] xeA v xeB}
A~ B |AinterseccionB Conjunto que contiene los | A = {1,2}
elementos comunesde Ay | B = {1,3,5}
de B: A n B = {1}

{x] xeA A xeB}
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A\B A menos B Conjunto que contiene los | A = {1,2}
elementos en A que no B = {1,3,5}
A-B estan en B: A\B = {2}
B\A = {3,5}
{x] xeA A x¢B}
AC A complemento Conjunto de elementos del | U\NA
universo que no estan en
A A:
{x] xgA}
A= {1,3,5}
2A Potencia de A Conjunto de subconjuntos 28 = {@,{1},{3}.{5}.{1,3},
A
P(A) Partes de A de 1.51.43.5}.41.3.5}}
{BIBcA}
A= {1,3,5}
#A Cardinal de A NUmero de elementos en A: | #A = 3
#2"» =8
1A] Tamafo de A (+x | xeA : 1)
A= {1,3,5}
A x B A cruz B Conjunto de parejas, cada | C = {-1,3}
) una con el primer elemento
Producto cartesiano en A ye' Segundo en B: AxC ={(1,_1)’(1,3)’(3’_1)’
de AyB (3.3),(5,-1),(.3)}
{(a,b)] acA A beB}

Un conjunto A es finito cuando tiene n elementos diferentes, para un nenat. Es decir, si los elementos del
conjunto se pueden enumerar o contar, de modo que este proceso termine4. En este caso, |A]=n. Notese
que | ]=0. Un conjunto es infinito cuando no es finito.

Un conjunto definido por extensién es, necesariamente, finito. Por ejemplo:
{Hugo, Paco, Luis}
{a.b,c,a,d,e,e,f,g,h,i,b}

Lo de terminar de contar es importante, cuando se trata de un conjunto finito. De hecho, nat, el conjunto
mismo de los nimeros naturales se puede contar, pero este conteo no termina como proceso. Por eso nat
es un conjunto infinito.

Hay otros conjuntos infinitos. Por ejemplo, el de los nimeros naturales pares, o el de los nimeros reales
(¢, por qué?).
5.1.3 Mé4s sobre notacion intensional

Se dice de la notacién intensional A = {x:U ] p(x)} que define al conjunto A por comprension. El
universo U puede mencionarse explicitamente, pero muchas veces se omite cuando es sobreentendido.

Hay una relacion precisa entre las dos formas de denotacion. De hecho, si un conjunto se puede denotar
extensionalmente, entonces también se puede denotar intensionalmente. Mas precisamente:

4 Mas adelante se podra dar una definicion més técnica de conjunto finito. Por ahora basta tener una idea intuitiva relacionada con la
posibilidad de que una enumeracién de los elementos del conjunto sea un proceso que termine.
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{a;,a,,..,a,} denota el mismo conjunto que {X] x=a; v x=a, v .. v X=a,}-
En otras palabras, se debe entender que la notacién extensional no es mas que una forma alternativa de

representar un conjunto que tiene ya una denotacion intensional. O bien, decir que la notacién extensional
se define en términos de la intensional.

La notacion intensional es claramente necesaria para denotar conjuntos con una infinidad de elementos. Sin
embargo, puede resultar practica para referirse a conjuntos finitos grandes, v. gr..

{x:nat] 0<x<100000}
El predicado que define a un conjunto puede ser muy complicado de entender, lo que puede hacer
complicado saber si un elemento esta o no en el conjunto.

Ejercicios 5.1

1 Complete cada espacio en blanco ___ en los siguientes ejercicios, usando alguno de los simbolos ¢, o
x,\, o, deforma que laexpresion resultante sea verdadera:

a {(@.,5),@,-1),(50,30)} c nat __ int
b {x:nat]@y:nat]:x=2y)} _ {x:nat](@y:nat]:x=4y)}
¢ nat = {x:nat]@y:nat]:x=2y)} _ {x:nat](@y:nat]:x=2y+1)}
d {3 = {xXcnat]@y:nat]:x=2y)} _ {x:nat](@y:nat]:x=2y+1)}
e A=A __ A°
2 Sean A={a,b,c}, B={x,y}, C={0, 1}. Calcule las siguientes expresiones de conjuntos:
a (AxB) xC
b Ax (B x0C)
c (AuB)xC
d AuBucC
e (AuB)YmnC

f Au (@BnO

g PM®
h P(P(C)))

3 Determine si cada uno de los siguientes conjuntos es finito o infinito y explique su respuesta.
a nat

b  Los numeros pares entre 100 y 500.

¢ Los numeros reales.
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5.2 AXIOMAS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS

Debe entenderse que los conjuntos son constituidos por elementos de un universo U. Este es, de hecho, un
conjunto de la teoria. Otro conjunto importante es el conjunto vacio, denotado {} o &. El conjunto vacio no
tiene ningun elemento.

La teoria de conjuntos cumple, ademas de los axiomas generales de la légica de predicados, dos axiomas
propios que permiten establecer con rigor cuando un elemento pertenece a un conjunto y cuando dos
conjuntos son iguales.

Axioma: Pertenencia
ye{x:U | p.x} = p.y

Axioma: Igualdad
A =B = (vx:U ]: xeA = xeB}

5.2.1 Igualdad en conjuntos

En esencia, el axioma de igualdad de conjuntos permite afirmar que dos conjuntos son iguales cuando
tienen los mismos elementos. Las siguientes son formas de mostrar la igualdad de conjuntos:

Teo A : (Igualdad de conjuntos)
(1) A=B = AcB A BcA
@ A={XIp()}, B = {X]qC)}: A =B = (vz]: p(2) = q(2))

Dem: Se omite.

I

La segunda y tercera formas de mostrar igualdad requieren entender qué es una cuantificacion universal y
establecen métodos de prueba interesantes:

e setoma un elemento de un lado y se muestra en el otro.

e se prueba que los predicados que definen por comprensién son equivalentes.

Ejercicios 5.2

Demuestre los siguientes resultados:

1 El conjunto vacio no tiene elementos.

2 Todo elemento pertenece al conjunto universo U.
3 {a,b} = {b,a}.

4  {a,a} = {a}

5 Teorema A (igualdad de conjuntos).
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5.3 PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Hay una correspondencia natural entre las propiedades de las operaciones booleanas y las de los
conjuntos, que se dan desde la definicibn misma de las operaciones de conjuntos en términos de

expresiones booleanas.

Por ejemplo, considérese el siguiente teorema y su demostracion:

Teo A: (De Morgan)
Dem:

Por el teorema de igualdad de conjuntos, para demostrar el resultado basta probar que:
ze (AUuB) = z e A°n BS

Ahora:

ze(A U B)°
(Def X°)

—(ze(A U B))

= (Def L)
—(zeA v zeB)

= (De Morgan)
—zeA A —zeB

= (Def X°)

zeA® A zeB°
(Def )

zZ € A©n BS

(A U B)°= A°nB°

I

La argumentacion transforma el afirmar una propiedad de conjuntos en términos de una afirmacién de una
propiedad similar entre expresiones booleanas. Y la prueba de esta ley de De Morgan para conjuntos se

apoya, precisamente, en la ley de De Morgan para expresiones logicas.

5.3.1 Resultados importantes

La teoria de conjuntos tiene resultados importantes que relacionan sus operadores de una manera analoga
a operadores correspondientes de la légica. Las demostraciones de estos resultados se pueden llevar a

cabo reduciendo problemas de propiedades de conjuntos a propiedades correspondientes en logica.

La siguiente tabla contiene algunos de estos teoremas:

Doble complemento

~ldentidad AnU=A
U-ldentidad AVD=A
n-Dominancia AN =0
w-Dominancia AvU=U
N-ldempotencia An A=A
U-ldempotencia AV A=A
(A = A

5 - Conjuntos - 7



N-Conmutatividad AnB=BnA

w-Conmutatividad AvuB=BUA

~-Asociatividad AN (BN =MAnB N ANO
U-Asociatividad AU @BUCO =MAUB UAUO
An(BuUC =MAnNB)U(ANO

Distributividad n/u

Distributividad Ui~ | AY B N C) = (AU B) n (AU O

(A U B)° = A° n B®

De Morgan
De Morgan (A N B)® = A° U B°
Absorcién Au (AnB) =A
Absorcién An (AuB)=A
Medio excluido A A =U
Contradiccién ANnA =0
Definicion de < AcB = (¥x:U]: xeA = xeB)
Contrapositiva AcB = B°cA°
Ac(BnC = (AcB)A(AcO)

Distributividad </n

5.3.2 Metateoremas de Dualidad y de Representacién

Como se ilustra en la tabla de 5.3.1, los teoremas en la Teoria de Conjuntos tienen una relacién muy
cercana con los de la légica proposicional. La relacién se puede establecer de manera mas precisa con el
siguiente resultado.

Meta teorema A: ( de representacion)
Sea Eg una expresion de conjuntos construida con variables de conjunto, &, U, .¢, Ny u.

Sea Ep una expresion booleana construida desde Eg con la transformacion:

%) - false
u - true
e - A

U — v

_C —> -

Entonces, vale que:

c +FEg=U ssi F Ep
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Ejemplo A

a Para mostrar la ley de absorcién para conjuntos:
Au(AnB) =A
basta probar que>®:
Av (AAB) =A.
Y esto es verdad, precisamente, por la ley de absorcion en I6gica.

b Para mostrar la ley de contrapositiva en conjuntos
AcB = B°cA°
basta probar que:
A=>B = —-B= —-A.
Y esto es verdad, precisamente, por la ley de contrapositiva en ldgica.
c Para mostrar la ley de medio excluido en conjuntos
Au A =U

basta probar que:
A v —A.

Y esto es verdad, precisamente, por la ley del medio excluido en logica.
§

Otra relacién interesante que se da en la Teoria de Conjuntos es la de la dualidad entre ciertos conceptos,
lo que permite recordar la verdad de unos teoremas como duales de otros conocidos. El concepto se origina
en el analogo para légica proposicional.

En ldgica proposicional, dada una expresion booleana P, se define P, su expresion dual como una
expresidn booleana construida a partir de P con los siguientes intercambios:

true < false
AN <> \Y%
= © £
> =4
= > L
Por ejemplo:
(P v dp =paAq
(P = —P)p =p# -p
(-pr—-g=r), =-pv-aq#r

Y es conocido el siguiente meta teorema:

Meta teorema B: (Dualidad en logica proposicional)
(& rP ssi F —Pp
(b) P =Q  ssi FPp =Qp
0

Este resultado, junto con el Metateorema de representacion, justifican que se pueda hablar de un resultado
correspondiente en Teoria de conjuntos.

5 Se usan las mismas letras (A, B, ...) en dos expresiones de diferente tipo, pero debe entenderse que denotan conjuntos o
expresiones booleanas dependiendo de las operaciones.
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Metateorema (Dualidad en Teoria de Conjuntos)

Dada una expresion de conjuntos P, se define Py su expresion dual como una expresion de conjuntos
construida a partir de P con los siguientes intercambios:

U © %)
N © U
= VRS #
c © 2
) o 4
Entonces:
FP =0Q siysolosi + Pp = Qp
0
Ejemplo B
a Para mostrar la segunda ley de absorcion para conjuntos:
An (AuB)=A
basta probar el dual
Au (AnB) = A.
Y esto es verdad por la primera ley de absorcién en conjuntos.
b Para mostrar la ley de contradiccién en conjuntos
AnA® =g
basta probar el dual:
A U A° = U.
Y esto es verdad, precisamente, por la ley del medio excluido en légica.
8§

5.3.3 Uniones e intersecciones generalizadas

Tanto N como W son operaciones binarias, asociativas, conmutativas y con elemento neutro (ACUs, en la
terminologia del Cap. 3). Por tanto, se pueden usar como operaciones de cuantificacion.

Entonces se puede justificar la definiciéon de los conjuntos:
(uk] Q : E) :conjunto que une los conjuntos E para los que k cumple Q.
(nk] Q : E) :conjunto que intersecta los conjuntos E para los que k cumple Q.

Y su significado se puede establecer con los siguientes axiomas:

Axioma: Pertenencia u
ye(ukl Q : BE) = (GKk| Q : yeE)

Axioma: Pertenencian
ye(nk] Q : BE) = (vk] Q : yeE)
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Ejemplo A
Sea A; = {jJ:nat | i<j}, para ienat. Notese que XeA;,1 = XeA;, para i enat. También: Ag=nat.

a Paranenat : (ui] 0<i<n : A;) = nat. Para comprobar esto:
xe(uUi|] 0<i<n : A
(AX Pertenencia u)
@Ai] 0<izn : xeAy)
( Partir rango )
xeAg v (@i] 1<isn @ xeA;)
( Ag = nat )
xenat v (Ji] 1<isn : xeA;)

= ( Debilitamiento )
Xenat

En este caso, el universo es nat, de modo que se ha demostrado que
nat c (Ui] O<isn : A;)

y, como la contencion del conjunto de la derecha en nat también se da (el resultado de la unién es un
subconjunto de nat), hay igualdad.

b Paranenat : (ni] 0<i<n : A;) = A,. Se comprueba de manera analoga a la de a.

8

Los axiomas de pertenencia a uniones e intersecciones arbitrarias permiten establecer un teorema que
generaliza las leyes de De Morgan:

Teo A:
a (UK] Q - BE)® = (nk] Q - E®
b (~k] Q - E)¢ = (UK] Q = E©)

Dem: Se omite.

54 REPRESENTACION DE CONJUNTOS EN LENGUAJES DE PROGRAMACION

Aunque no es generalizado, los lenguajes de programacién no suelen incluir mecanismos predefinidos para
el manejo de conjuntos. Entre las colecciones que se manejan corrientemente se pueden considerar
agregados ordenados donde las repeticiones son significativas (v.gr., arreglos, secuencias, listas
ordenadas). Si un programa va a representar y manipular conjuntos, el programador debe decidir como
quiere representar los conjuntos en términos de las estructuras de datos de que dispone.

Es usual que una aplicacion maneje conjunto dentro de un universo finito U. Si el universo es
U= {a,as,..a}

hay que tomar decisiones en cuanto a cdmo representar conjuntos X < Uy cédmo decidir si un elemento x

esta en uno de estos conjuntos. Las demas operaciones de conjuntos se pueden definir teniendo en cuenta
la representacién elegida y el significado mismo de las operaciones.
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Idea 1. Cadenas de bits
Representar X con una cadena de bits s.X = (by,b,,...,by), talque bj=1 = a;eX, 1=1,...N.

Notese que:

e s.U = (0,0,...,0)

e s.U =(1,1,...,1)

e s(XUY) = (Xq1VWY1s XoVYo,.ooh XNVYN
e s(XMY) = (XqAY 15 XoAYo,...s XNAYNY
e s(X9 = (=Xq s Xg, ., —Xy)

Idea 2: Arreglos

Representar X con un arreglo de valores enteros e.X = [kqkK,,...Kk\], tal que e[i]=1, si a;eX, y
e[1]=0, en otro caso, para 1=1,...,N.

Notese que:

e sS.U = [0,0,...,0]

e s.U = I[1,1,...,1]

e s(XUY) = [max(X1,Y¥1), max(Xs,Y5),..., max(Xy,Yy\)1
e s(XNY) = [X1*Y1s X5*Yo,.... XNy*YN]

e s(X9 = [1-x1,1-%X5,...,1-x] -
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