4 LOGICA DE PREDICADOS

Aristételes, en el s. IV A.C., describio el primer sistema de inferencia de que se tiene noticia, con el que
podia justificar la correccion de argumentos como

p: Todos los hombres son mortales.

q: Sodcrates es hombre.
Entonces,

r: Socrates es mortal.

La légica proposicional no es suficiente para aseverar que esta argumentacion es correcta. De hecho, si se
usara légica proposicional para modelar este argumento, habria que definir un simbolo de proposicién para
cada frase separada, como esta sefialado arriba, y deberia poderse verificar que la formula

pAQgQ=Tr
fuera una tautologia. Esto, claramente, no es cierto.

¢ Qué tienen los silogismos de Aristételes que no maneje la I6gica proposicional? Hay dos caracteristicas de
lo que se afirma en los argumentos que la légica proposicional deja de aprovechar.

En primer lugar, si se observa con mas detalle la estructura de las frases, hay relaciones entre ellas que el
modelaje con proposiciones simples no considera: "ser hombre" es parte de lo afirmado en la primera y la
segunda premisas; asi como "ser mortal" se afirma en la primera premisa y en la conclusion. O sea, con los
simbolos que se han definido, es como si p y g, asi como p y r, tuvieran algo en comin que el modelaje
proposicional deja de lado.

En segundo lugar, la primera frase es una afirmacién de algo que debe ser cierto para una coleccién de
individuos. El poder mencionar caracteristicas de colecciones y, mas adelante, inferir de alli verdades sobre
los miembros de estas colecciones, tampoco es aprovechado por la l6gica proposicional.

La discusion anterior ilustra la necesidad de aumentar el poder expresivo y deductivo de la légica que se
use en la practica, de manera que estos razonamientos sean también justificables como lo fueron los ya
estudiados en el caso proposicional. No se trata de desechar la l6gica proposicional: por el contrario, se
trata de enriquecer el lenguaje (para poder expresar, por ejemplo, afirmaciones sobre colecciones) y el
aparato deductivo (para poder inferir aprovechandose de la estructura de lo afirmado). Esto va a dar lugar a
un sistema légico de méas poder llamado légica de predicados.

El lenguaje de la légica de predicados afade los siguientes elementos al lenguaje:

e términos : objetos o descripciones de ellos, de los que se afirman o se niegan aseveraciones;
e predicados : afirmaciones sobre términos;

¢ cuantificaciones : afirmaciones sobre los elementos de una coleccidn de términos.

Los términos se refieren a lo que en gramatica de lenguaje natural son los sustantivos o frases
sustantivadas (v.gr., "Socrates"”, "el padre de Sécrates”, "x" (un hombre cualquiera), etc.). Constituyen los
sujetos de las frases que se afirman.

Los predicados afirman una relacién entre términos. Corresponden, en lenguaje natural, a lo que se afirma
de los sujetos (... es hombre", "... es mortal", etc.).

Las cuantificaciones son categorias de frases que afirman algo sobre los elementos de una coleccion. En
l6gica de predicados es usual disponer de dos formas de cuantificaciones:

e universal : para denotar una cualidad que debe ser cierta para todos los elementos de una coleccion;

¢ existencial : para denotar una cualidad que debe ser cierta para algin miembro de una coleccion.

MEL* Légica de predicados 1



El aparato deductivo debe extenderse para manipular las nuevas formulas. Deben incluirse nuevas reglas
de inferencia que permitan justificar la correccién de las argumentaciones que involucren las nuevas
formulas.

La buena naticia es que las cuantificaciones necesarias para definir una légica de predicados como la que
se quiere pueden ser definidas como operaciones de alto orden, originadas de las operaciones Ay v
(asociativas, conmutativas y con unidad), en el sentido del Cap. 3. Esto hace que la sintaxis de las nuevas
férmulas bien formadas sea la de cuantificaciones concretas, en el sentido ya conocido. Ademas, los
axiomas Y las reglas de inferencia de las cuantificaciones genéricas del Cap. 3 son aplicables a todo lo que
se diga de cuantificaciones universales y existenciales.

4.1 EL LENGUAJE DE LA LOGICA DE PREDICADOS

En el calculo o légica proposicional se ha trabajado con expresiones construidas a partir de variables y
operadores booleanos. El calculo o logica de predicados aumenta la expresividad del lenguaje a

expresiones en las que hay variables de otros tipos! y se permiten cuantificaciones sobre estas variables.

Los tipos pueden pensarse, intuitivamente, como colecciones de objetos que —eventualmente- pueden
operarse mediante funciones o métodos que los transforman. La coleccidén de los objetos de un tipo
constituye el universo del tipo.

Para expresar el hecho de que un elemento del lenguaje x es de tipo T, se escribe x:T. En la practica es
corriente omitir el tipo de los elementos involucrados en una férmula, a menos que sea conveniente por
resaltar cual es la situacion.

4.1.1 Términos

Supoéngase que se conocen algunos tipos basicos T,, ..., T,. Es usual contar con tipos basicos como B
(bool: valores booleanos), Z (int: niumeros enteros) , N (nat: ndmeros naturales), etc. Toda variable
tiene un tipo, i.e., una coleccién donde puede asumir valores.

El lenguaje tiene unos simbolos especiales, denominados simbolos de constante, con los que se pretende
representar elementos especificos de un tipo, v.gr., true, 0, etc. Cada simbolo de constante tiene un tipo,
v.gr., true: bool, O: int,etc.

El lenguaje permite el uso de simbolos especiales, denominados simbolos de funcién. Por ejemplo, +, *,
etc. son simbolos de funcién. A cada simbolo de funcién f se asocia un tipo, de la forma
D> T

donde D es un producto cartesiano de tipos (llamado el dominio) y T es un tipo (llamado el codominio). Por
ejemplo, es usual definir el simbolo de funcion + como de tipo int x Int — int. Entonces, se escribe
+: Int x Int —» int

Un término de tipo T es una construccién sintactica que cabe dentro de alguna de las siguientes
posibilidades:

e X, donde x es una variable o un simbolo de constante, con xX:T ;

o T(ty,.,t,)),donde F:T; x .. x T, > T vy, parak=1,..,n: t,:Ty.

1 La nocion de tipo se da aqui de manera intuitiva, de manera similar a como este concepto se aprende y se usa al entender un
lenguaje de programacion. Hay tipos numéricos (v.gr., nimeros enteros, numeros reales, etc.), caracteres (v.gr., el tipo char), etc. Se
entiende que toda expresion que denote un objeto debe tener un tipo al que pertenece.
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En el dltimo caso, los t,'s se llaman argumentos del simbolo de funcién ¥. Cuando hay uno solo se puede
evitar el uso de paréntesis y escribir, en cambio, F.x .

Ocasionalmente se usan simbolos de funcién binarios (de dos argumentos) en notacion infija. En este caso,
se prefiere escribir x+y en lugar de +(X,y). En general, por legibilidad se permite el uso de notaciones
usuales, v.gr., log X, (n+1)1, etc., siempre que no haya lugar a confusiones o ambigiedades.

Ejemplo A: Términos
Términos numéricos

Las expresiones aritméticas
0
3+45
m+1
log x + fib.n

son términos, si se entiende que las constantes 0, 3 y 45 estan en el lenguaje, asi como la operacion
binaria de suma + y las operaciones unarias log y fib.

Términos de otros tipos

El modelaje de una realidad especifica puede requerir definir simbolos de predicado especificos. Por
ejemplo, si se piensa en un universo Persona, para modelar conjuntos de personas, se pueden considerar
simbolos de constante o de funcién como

padre : Persona —» Persona
abuelo : Persona — Persona
Sécrates : Persona

Y se pueden construir términos de tipo Persona, como (X es una variable de tipo Persona):
X
Sécrates
padre(x)
abuelo(padre(Sécrates))

4.1.2 Predicados

El lenguaje tiene simbolos de predicado, que son simbolos de funciones booleanas, i.e., simbolos de
funciones cuyo codominio es B.

Ejemplo A: Simbolos de predicados

Los siguientes son ejemplos de simbolos de predicado

eq T xT — bool
< - int x iInt — bool
> I nat x nat — bool
hombre : Persona — bool
mortal : Persona — bool

hermano : Persona x Persona — bool
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Se puede usar una notacion prefija, como en eq, hombre, mortal y hermano, v.gr. (nétese cémo se usan
términos de tipos como los introducidos en el Ejemplo A de 4.1.1):

eq(7+x,12)

hombre(Sécrates)

mortal (abuelo.x)

hermano(padre.Sécrates, Juan)

0 una notacion infija como en
23 < 12
X+4 2> 23

I

Un predicado atdmico es una construccion sintactica que cabe dentro de alguna de las siguientes
posibilidades:

e una de las constantes booleanas true o false

e X, donde x es una variable, con x:bool

o P(ty,.,t)),donde P:T; x .. x T, —» bool y t,:Ty, para k=1,..,n.

Un predicado es una construccion sintactica que cabe dentro de alguna de las siguientes posibilidades:

e p , donde p es un predicado atémico
o (—p) , donde p es un predicado
e (p VO , donde p, q son predicados, V es un operador binario de I6gica proposicional.

o (X | R = P) , donde R, P son predicados, y @ puede ser A 0 v.

Para los casos de cuantificacion, se consideran los axiomas correspondientes de cuantificaciones que se
han presentado en el Cap. 3. Ademas, se prefiere la notacién:

(WX | R:P) = (.X]|R:P)

@xJ|IR:-P) = (W]|]R:=P)

Las precedencias se definen como en logica proposicional, de manera que se puedan omitir paréntesis sin
ambigledad.

4.1.2.1 Significado pretendido

Un predicado es una frase que afirma algo. Por tanto, puede considerarse como verdadero o como falso,
aunque no las dos cosas a la vez. Asi, si los términos corresponden a los sujetos de las oraciones en
lenguaje natural, los predicados son oraciones, como lo son las proposiciones simples. La novedad es que
se pueden usar variables y, ademas, que se pueden expresar cuantificaciones sobre ellas.

El significado de una férmula o, que no use cuantificadores, se puede calcular si se conoce el valor de
verdad de las férmulas atémicas que aparecen en a. Para explicarlo de manera simple, cada férmula
atdmica se considera como un simbolo proposicional que toma el valor de verdad de cada caso; y se
procede a evaluar el valor de verdad de o como si fuera una férmula proposicional.

Por ejemplo, si se sabe que hombre(Sécrates) y mortal(padre(Sécrates)) son verdaderas,
entonces se quiere que:
hombre.S6crates = mortal (padre.Sécrates)
(Hip: hombre.Socrates = true, mortal(padre.Socrates) = true )
true A true

true

El significado pretendido para las formulas con cuantificadores es el siguiente:
(vx | Rz E) ~ "paratodo x tal que R, vale E™
Gx | R - BE) ~ "'existe x tal que R, que cumple E"
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Como convencién, siR = true, se omite, es decir:
(vYx |: E) abrevia (vVx | true : E)
(Ax |: E) abrevia (3x | true : E).

La notacion de cuantificaciones que aqui se usa es algo diferente de la usualmente utilizada en textos de

matematicas. Alli es corriente encontrar notaciones como, por ejemplo, Vx: E y 3x: E. Las ventajas de

la notacion que se ha escogido aqui son las siguientes:

e Es claro cudl es el alcance de la variable de cuantificacion, i.e., el significado de la variable que cuantifica
es el mismo dentro del paréntesis externo de la cuantificacion.

e La posibilidad de expresar rangos da lugar a formulas que podrian considerarse mas legibles.

e Se incluirdn axiomas que permitan interpretar férmulas que manejan rangos en términos de férmulas con
rangos universales (true), lo que corresponde a las notaciones usuales de otros textos. Es decir, la
notacion "estandar" es expresable en términos de la notacion que aqui se usaZ2.

4.1.2.2 Variables libres / acotadas

Obsérvese que el lenguaje permite hablar de predicados como
X+4 =2 23

Con la idea de la seccidn anterior, si se quiere saber el valor de verdad de este predicado, se veria que esto
depende del valor que se dé a la variable x. Asi, si x=0, el predicado es falso. Pero si x=20, es verdadero.
O sea, en principio no se podria decir si el predicado es falso o0 no.

Una variable libre es una variable que aparece en un predicado, pero que no esté cuantificada (o sea, no es
una variable de una cuantificacién). Una variable acotada es una que no aparece 0 que aparece
cuantificada.

Por ejemplo, en los siguientes predicados la variable x es libre y la variable y es acotada:
X+24223
Xx+24223 = (Qy]: y>0)
X+24>23 = (3x]|: x>0)

En los dos primeros ejemplos, la variable x claramente no esta cuantificada. En el Gltimo, aunque lo esta en
una subférmula, no lo esta en todo el predicado. La variable y no esta en la primera ni en la tercera formula,
de modo que es acotada alli. En la segunda es acotada porque aparece cuantificada.

Intuitivamente, si la variable x aparece libre en el predicado «, entonces o depende de X.

Notese que, como en el tercer ejemplo, una variable puede aparecer libre y acotada en una férmula.
Aunque esto es sintacticamente posible, puede dar lugar a confusiones semanticas. De hecho, parece
natural —y el aparato deductivo puede garantizarlo- que la segunda y la tercera férmulas tengan el mismo
valor de verdad. Y, si esto es asi, mejor preferir la segunda féormula a la tercera. La receta es simple: usar
variables de cuantificacién diferentes para cada cuantificacion y diferentes de las variables que no estén
cuantificadas. Esta buena practica simplifica la interpretacién de las férmulas involucradas.

La discusién anterior parece indicar que no hay manera de dar significado a los predicados que tengan
variables libres. Sin embargo, hay una convencién que resulta Gtil y que es muy usada en la practica: si en
una férmula o aparece una variable libre x, se conviene que o es una abreviatura de

(vx |: o)

2 pareceria gue la notacion que aqui se usa pudiera ser mas expresiva que la "estandar". Pero no: se mostrara que son igualmente
expresivas, de modo que todo lo que se pueda expresar en una notacion se podra expresar en la otra.
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Ejemplo B: Predicados

Los siguientes ejemplos usan predicados como en el Ejemplo A de esta seccion y términos como
argumentos, a partir de las definiciones del Ejemplo A de 4.1.1.

Predicados atbmicos

Se puede usar notacion prefija, como en eq, hombre, mortal y hermano, v.gr.:
eq(7+x,12)
hombre(Soécrates)
mortal (abuelo.x)
hermano(padre.Sécrates, Juan)

0 notacion infijja como en
23 < 12
x+4 > 23

Predicados

Los predicados atomicos ya son predicados, de modo que los ejemplos anteriores son también de
predicados. Sin embargo, el lenguaje permite expresar formulas mucho més complicadas, v.gr.,
eq(7+x,12) A x+4223
—hombre.x = (mortal.x = —mortal .x)
(vx | hombre.x : mortal.x)
hombre.Socrates A (¥Yx | hombre.x : mortal.x) = mortal.SoOcrates
(Ve |e>0 - (38| 850 = (vx | Ix-al<e : |FO)-F(a)l<e )))

Obsérvese como el lenguaje se ha enriquecido para expresar enunciados que pueden ser Utiles para la
deduccion de la verdad de argumentaciones como el silogismo aristotélico que empieza este capitulo. El
Gltimo enunciado se puede interpretar como la expresién formal de la propiedad de la continuidad de una
funcion  en un punto a.

Predicados con variables libres

Al hablar de relaciones algebraicas, es usual encontrar afirmaciones como
X + 0 =x
X —-—x=0
X+ (y+2z)=+y)+z

En realidad, se quiere decir que:
(vx]: x+0 = x)
(vX]: x = x =0)
vx,y,zl x + (y + 2) = (X +y) +2)

Ejercicios 4.1

1 Con el siguiente conjunto de simbolos de predicado y de funcién, cuyos significados pretendidos se
explican informalmente, escriba férmulas de l6gica de predicados que expresen los enunciados que
se piden a continuacion.

arqg.x ~ "X es arquitecto"

ing.x ~ "X es ingeniero”
empleado(x,e) ~ "X trabaja en la empresa e"
amigo(X,Yy) ~ "X es amigo de y"
jefe(X,y) ~ "X es jefe de y"
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Pedro trabaja en CSA.

Juan es amigo de un trabajador de CSA.

Todo trabajador de CSA es arquitecto o ingeniero.

Hay trabajadores de CSA que no son amigos.

Hay trabajadores de CSA que no son amigos, pero cuando son amigos, ambos son arquitectos o
ambos son ingenieros.

f Hay trabajadores de CSA que no son amigos de su jefe.

g Enninguna empresa hay jefes que son amigos de los empleados.

D Q0O oW

2 En cada caso, decidir si X, y, z son variables libres o acotadas en la formula.
a (vx] x<5 : x+3<8)
b (¥X,Yy,z|: x*+y?*#£z?)
c x<5 = (Vy,z]lyt+tz=x: y<x)
d -~(x=2*%y =(¥X,y|:x=2*y))

4.2 EL CALCULO DE PREDICADOS

En Iogica proposicional, la verdad de una formula se puede determinar, asi sea muy dispendioso, mediante
una tabla de verdad. En l6gica de predicados esto es usualmente imposible.

El problema de poder definir lo que podria hacer las veces de una tabla de verdad radica en que los tipos de
las variables no son finitos, en general. Si lo fueran, se podria definir la verdad de cada predicado atdbmico
con una tabla que permitiera, como se explica en 4.1.2.1, calcular la verdad de todos los predicadoss.

La alternativa esta en calcular la verdad de los predicados, a partir de axiomas y de reglas de inferencia que
deben justificarse de manera intuitiva, a partir del significado pretendido para las formulas. Es esencial
conocer el célculo proposicional, porque todo axioma de éste sirve como axioma del calculo de predicados,
si se remplazan variables proposicionales por predicados. Por ejemplo, son axiomas del calculo de
predicados:

true

hombre.x v —hombre.x = true

false = (vx]: mortal.x)

porque son instancias de los axiomas (cambiando simbolos de proposicién por predicados):
true
p v —-p = true
false = p

Y por tanto, todo teorema de l6gica proposicional en el que se remplacen los simbolos de proposicion por
predicados, es también un teorema de logica de predicados.

Se quedan por fuera de este modo de decidir su verdad, los predicados que contengan cuantificaciones
universales y existenciales. Como cuantificaciones que son, las férmulas que usan "para todo" y "existe" se
rigen por los axiomas y reglas de cuantificaciones genéricas que se introdujeron en el Cap. 3. Sin embargo,
hay peculiaridades de la I6gica de predicados que se reflejan en axiomas propios de este aparato deductivo
y que se explican en secciones posteriores.

Todas las técnicas y formas de demostracion introducidas en 2.4 (pruebas con hipétesis, casos,
contradiccion, contrapositiva) se extienden a la légica de predicados.

3 Algo como esto se aprovecha en la practica informética, cuando se usan bases de datos llamadas relacionales, para representar
realidades finitas, v.gr., los empleados de una empresa, sus edades, su salario, etc.
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4.2.1 Cuantificacién universal

Las reglas genéricas de cuantificacion son aplicables a las cuantificaciones universales. En particular, la
particion de rango siempre es posible, porque el operador A es idempotente, i.e., pAp =p.

El siguiente axioma permite reducir formulas que manipulen rangos (como el predicado R, en el axioma) a
otras equivalentes que no los usen. Asi, usar rangos no da mas expresividad a esta logica de predicados
frente a otro sistema deductivo no los permita.

Axioma: Trueque
(X | R:2P)=((]:R=P)
Il

El siguiente axioma relaciona la disyuncién con la cuantificacién universal y puede demostrarse en el caso
de rangos finitos. Sin embargo, es preciso postularlo como axioma para el caso general.

Axioma: Distributividad v/V
Si P no depende de x:
Pv (VX R:Q = ((X] R :PvVvQ
(

Nétese que la distributividad de v/V expresa el hecho de "sacar de la cuantificacién" un elemento que no
depende de la variable que cuantifica, o bien, que la variable que cuantifica no aparece libre en él.

El siguiente resultado es un caso especial del axioma:

Teo:
Si P no depende de x:
Pv (vX]: =R) = (WVX] R : P)

Dem:

(vx] R = P)
= (av false = a )

(vx] R - P v false)
= ( Distr v/V )

P v (vx] R : false)
= ( Trueque )

P v (vx]: R = false)
= ( Contrapositiva, —false = true )

P v (vx]: true = —R)
= ( Trueque )

P v (vx]: =R)

I
4.2.1.1 Teoremas importantes de V
Los siguientes resultados son demostrables con el calculo deductivo para légica de predicados:
Teo A: Distributividad A/V:
Si P no depende de x:
—(¥YX]:=R) = (P A (Y] R:Q)=((XI R :PAQ)
0
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El teorema anterior establece una distributividad diferente de la expresada con las cuantificaciones
genéricas. En este caso, debe tenerse un predicado independiente de la variable de cuantificacion pero,
adicionalmente, hay que poder afirmar que es cierto —(¥x] :—=R). Mas adelante, se vera que esto equivale
a afirmar que hay un x que satisface el rango. En otras palabras, se vera que:

@X]J:R) = (PAMXIR:Q)=((X]R:PAQ)

Teo B:
(vx] R : true) = true
0
Este teorema permite simplificar una cuantificacién que afirma true. Notese que esto vale, incluso, si R =
false.
Teo C:
(XI R:P=0Q) = (W] R:=2P) =] R :Q
I

El resultado anterior parece natural, aunque se observa que no se afirma la direccion contraria. Para evitar
usar una variable con mas de un significado, puede ser conveniente renombrar las variables de la parte
derecha de la implicacion.

Teo D: Debilitamiento de rango
(vx] QvR: P) = (vx] Q: P)
I

Otro resultado plausible: si P vale universalmente para el rango QvR, entonces vale universalmente para el
rango Q, que esta incluido en QvR. El siguiente resultado se entiende de manera analoga:

Teo E: Debilitamiento de cuerpo
(vx] R: PAQ) = (v¥x] R: P)
I

Ahora, un resultado sobre implicaciones cuantificadas (compérese con el de la cuantificacién universal de
equivalencias):

Teo F: Monotonia de V
(MXIR:Q=2P)=> (™ ]R:Q=x]R:P)

El siguiente teorema da sentido a que la verdad de una afirmacion sobre una coleccion de elementos
implica la verdad sobre los individuos de la coleccién. Nétese que el teorema es cierto s6lo cuando el rango
de la cuantificacion universal es true.

Teo G: Instanciacion
(vx]: P) = PI[x:= E]
|

El siguiente resultado se apoya en la convencién de que un predicado con variables libres debe entenderse
como universalmente cuantificado. Es un meta teorema, porque es una verdad sobre el calculo

MetateoremaH: +P siysolosi r (¥x]: P)
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0

El meta teorema afirma que P es demostrable si y solo si (Vx]: P) también lo es. El resultado da una
manera de demostrar un predicado que tiene una cuantificacion universal: basta con mostrar que el cuerpo
—sin cuantificar- es verdadero. Esta es una técnica muy socorrida cuando para mostrar que algo vale para
todo x, se muestra para un x arbitrario, pero fijo.

4.2.2 Cuantificacién existencial

Las reglas genéricas de cuantificacion también son aplicables a la cuantificacién existencial. También hay
posibilidad de partir rangos siempre, ya que v es idempotente, i.e., pv p=p.

Las cuantificaciones existenciales pueden entenderse en términos de cuantificaciones universales. El
siguiente axioma, basado en la ley de De Morgan para el caso finito, justifica lo anterior. Si se observa bien,
este axioma define un "existe" en términos de un "para todo".

Axioma: De Morgan Generalizado
@x] Q : R) =—(vx] Q : =R)
I

El axioma hace innecesario incluir axiomas duales a los la cuantificacion universal para los existenciales,
porque pueden ser deducidos de los axiomas dados para V.

4.2.2.1 Teoremas importantes de 7

El Teorema de trueque para cuantificaciones existenciales corresponde al Axioma de trueque para
universales. En este sentido, sirve para explicar lo que un rango de cuantificacion significa en el caso
existencial y para entender que la consideraciéon de rangos no afiade expresividad a la de una logica de
predicados que no los usa..

Teo A: Trueque
X | R:P)=@Gx]: RAP)
0

Los siguientes dos teoremas generalizan la distributividad de A/v, pero exigen independencia de lo que se
distribuye en relaciéon con la variable que cuantifica el existencial.

Teo B: Distributividad de A/3
P no depende de x:

PAQ@X]IR:Q)=@Gx]R:PAQ

I
Teo C:
P no depende de x:
PA@x]: R)=Gx] R :P)
I

Como en el caso analogo de A/V (Teo A en 4.2.1.1), también hay distributividad v/3 para un predicado
independiente de la variable de cuantificacion, teniendo en cuenta que debe haber elementos que
satisfagan el rango.

Teo D: Distributividad v/3:
P no depende de x:
Pv (@l R:2Q)= (X:R)=Ex]R:PvQ
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El siguiente teorema es plausible: no es posible que algo cumpla false.

Teo E:
(3x] R : false) = false
0

Los dos siguientes teoremas se refieren a debilitamiento de rango y de cuerpo, respectivamente. Su
significado es también bastante facil de justificar de manera intuitiva.

Teo F: Debilitamiento de rango
(@x] Q v R: P) <« (@x] Q: P)

Il
Teo G: Debilitamiento de cuerpo:
@Ax] R: PVQ) <« (@] R: P)
Il
Ahora, un resultado sobre implicaciones cuantificadas (comparese con el Teo F de 4.2.1.1):
Teo: Monotonia de 3:
(MXIR:Q=2P)=>U]IR::QQ=0Gx]R:P)
I

El siguiente teorema justifica la introduccién de férmulas con existenciales, a partir de la exhibicién de un
ejemplo que cumple el cuerpo con alguna instanciacién.

Teo: 3F-introduccién
(3x]: P) < P[x:= E]

I
Meta teorema del testigo
Si P, R no dependen de a:
F @x] R P) si y solo si F (R A P)I[x:= a]
I

El anterior resultado corresponde, en lo existencial, al Meta teorema de Generalizacion en la cuantificaciéon
universal. El resultado se puede leer de la siguiente manera:
"Para probar (3x] R : P) seexhibe unejemplo (R A P)[x:= a]"

En una demostracion de (R A P)[x:= a], el elemento a es un testigo del existencial. El testigo cumple el
rango y el predicado del cuerpo.

Ejercicios 4.2

1 El teorema de distributividad de A/V es diferente al de v/V. Explicar por qué la siguiente expresion,
gque se asemeja mas a la distributividad de v/V, no es un teorema:
PA@XIR:Q)=(X]R:-PAQ
2 Explicar por qué, si en el axioma
(X] R:P=0Q) = (vX] R:P)=(%]R:Q
se cambia la implicacion por una equivalencia, el resultado deja de ser una tautologia.

3 Para el cuantificador Vv, demostrar el debilitamiento de rango a partir del axioma de trueque y el
teorema de debilitamiento de cuerpo.
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4 ¢Por qué la distributividad de A/3 no necesita garantizar que el rango no sea vacio, mientras que la

de v/3 si lo requiere en la parte derecha?

5 Para el cuantificador 3, demostrar el debilitamiento de rango a partir del axioma de trueque y el

teorema de debilitamiento de cuerpo.

4.3 DEDUCCION EN LOGICA DE PREDICADOS

Retomando el ejemplo de Aristételes:

"Todo hombre es mortal. Sécrates es hombre. Entonces, Sécrates es mortal".

Modelado:
Universo:
Los seres vivos

Constantes
S : "Sécrates"

Simbolos de funcién:
No hay.

Simbolos de predicado:
h.x:"x es hombre"
m.X :"x es mortal"

Argumento:
[h1] (vx] h.x = m.x)
[h2] h.S
IC] m.S

A demostrar:
+ hl A h2 = C

En l6gica de predicados vale también el meta teorema de la deduccion:

Teo: hl A h2 = C

Dem:
Hip: hl, h2 // A demostrar: C
true

= ( Hip: hl1)
(vx] h.x © m.x)

= ( Trueque )
(vX]: hox = m.x)

= ( Instanciacio6n: x:=S)
h.S = m.S

= (Hip h2; Modus Ponens)
m.S
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4.3.1 Traduccidén de lenguaje natural

La traduccion de enunciados en lenguaje natural a la l6gica de predicados debe considerar aspectos que la
I6gica proposicional no tiene en cuenta. En este sentido, las ideas de 2.2 deben extenderse a
consideraciones estructurales en las frases, que redunden en usos de cuantificaciones universales o
existenciales.

Eventualmente deben definirse

e universo del discurso (para establecer valores que pueden tomar las variables de cuantificacion);
e simbolos de funcion (para establecer propiedades de algunos términos);

¢ simbolos de predicado (para definir condiciones que deban cumplirse).

Lenguaje natural Ejemplos Operador Traduccién
(para) todo Todo ingeniero es v (¥vx] Ing-x : bac.x)
bachiller
donde

ing.X =~ "X es ingeniero"
bac.x = "x es bachiller"

(para) cada Cada lunes recogen \ (vd] lunes.d : rec.d)
basura
donde

lunes.d ~ "d es lunes"

rec.d ~ "en d recogen basura"

cualquier Reciben el impuesto v (vvl]: ri.v)
en cualquier
ventanilla donde
ri.v =~ "en la ventanilla v reciben el
impuesto"
frases universales | Los enteros pares son \ (Vz:int] par.z : mult(z,2))

multiplos de 2
donde

par.z ="z es par"
mult(z,y) ~"z es miltiplo de y"

frases universales | Un entero impar no es v (vVz:int] impar.z:
un multiplo de 2 —mult(z,2))
donde

impar.z =~ "z esimpar"
mult(z,y)~ "z es mdltiplo de y"

existe Existe un entero que 3 Gz:int]: —mult(z,2))
no es multiplo de 2
donde

mult(z,y)~ z es mlltiplo dey

(para) algun / Algunos jugadores 3 (dz | jugador.z: anota.z)
alguno / algunos | anotaron gol
donde
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jJugador.z ~ "z es jugador”
anota.z ~ "z anota gol"

hay Hay maquinas que no 3 (@m:Maq |: —-rev.m)
se han revisado
donde

Mag =~ "las maquinas"

rev.m="mse revisa"

al menos uno Al menos uno de 3 (@x:Uds |: tr.x)
Ustedes me va a
traicionar donde

Uds =~ "Ustedes"
tr.x = "X me traiciona"

Ejercicios 4.3

1 Traducir las siguientes frases en lenguaje natural a I6gica de predicados:
a Cualquier persona puede conducir carro.
b  Todo ser humano es hombre o mujer.
¢ Paratodo numero entero existe un divisor entero.
d Sinotodos los perros son perezosos, entonces existe un perro que no es perezoso.
e Algunas personas que terminan bachillerato no van a la universidad.
2 Compruebe que la siguiente argumentacion es correcta. Suponga que el universo se refiere a las

cosas de tipo cadabra.

"Dos cadabras cualesquiera se pueden unir, dando como resultado una cadabra. Si la cadabra x es
un abra, para toda y, unir a 'y con x o viceversa da como resultado y. Entonces, sip y q son abras,
p esigualaq".

3 Demuestre que el siguiente argumento es correcto: "Si un equipo que empate con Brasil le gana a

Argentina o no pierde con Bolivia, clasificara al Mundial de Fatbol. Colombia empat6 con Brasil y con
Bolivia. Entonces, Colombia clasificara al Mundial."
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