3 CUANTIFICACION

En la préactica de las matematicas es usual, a partir de una operacion binaria como la suma o la
multiplicacion, definir una notacién que sirve para efectuar la operacion sobre un conjunto de elementos.
Eso de lugar a sumatorias y multiplicatorias, que son operaciones llamadas de alto orden derivadas de la
suma y de la multiplicacién de dos argumentos. No toda funcién binaria, sin embargo, da lugar a una
operacion de alto orden. Por ejemplo, ni la resta ni la divisién dan lugar a operaciones que las generalicen
sobre una coleccion.

Dada una operacion binaria e, lo que hace que se pueda pensar en una operacion de alto orden
correspondiente es que, al aplicarla sobre una coleccion de argumentos, este proceso se pueda realizar
paso a paso, operando resultados parciales con elementos de la colecciéon adn no considerados, y en
cualquier orden. Se vera también que va a ser importante que la operacién tenga un elemento neutro, para
empezar el proceso y saber como actla la operacién en el caso que la coleccion de argumentos sea vacia.

Para aclarar las ideas, se puede observar como la suma da lugar a las sumatorias. La suma sobre enteros
es una operacion de la forma
+ I int x int - int

gue recibe dos enteros y cuya evaluacion tiene como resultado el entero igual a la suma de los argumentos.
Esta operacion tiene las siguientes propiedades:

(a+b)y+c=a+ (b +c0c) /[ asociatividad
a+b=Db+a /I conmutatividad
a+0=a=0+a /I O es neutro

Para evaluar una suma de varios argumentos, lo natural es comenzar con un valor O y agregar, paso a
paso, argumentos aun no sumados, hasta terminar. El empezar con 0, cuando no se ha sumado nada, hace
pensar que es necesario saber que la suma de una coleccién vacia debe dar O, que es el elemento neutro
de la operacion +. Por la asociatividad, la suma de una secuencia de argumentos se puede calcular
haciendo sumas simples -sobre dos argumentos- y sumando los resultados intermedios. La conmutatividad
permite, ademas, hacer las sumas sin que importe el orden de los sumandos.

Una sumatoria es una suma sobre un conjunto de elementos. Es usual encontrar una notacion tradicional
como

n
2&i
i=1

Sin embargo, también se usa algo como la llamada notacion en linea:
(+i] 1<i<n - aj)

y el significado esperado es?

G@pLi-=1] + (@pli:-=2] + .. + (@pLi:=n]
a ta; +..+a,

Nétese que se quiere que, por ejemplo:

1Los puntos suspensivos explican informalmente el significado. En realidad, éste se entendera mas claramente después.



(+k | 1zksn = k)
1+2+ .. +n

Y que no hay confusién si se suma en cualquier orden (de nuevo, porque la suma es asociativa y
conmutativa). ¢Cual debera ser el valor de (+k | 1<k<0 : k)? Por convencion, es 0, el elemento
neutro de la suma.

La notacién en linea tiene ventajas sobre la tradicional. En realidad, se puede usar para denotar una
sumatoria mas general, como
il Q = R)

donde Q es una condicién sobre 1 y R es una expresion aritmética sobre 1. Por ejemplo, las siguientes
sumatorias resultan imposibles de escribir en la notacién tradicional?:
(+1] 1<isn A par(i) : 2*i+l)
(+i] 12*i<n @ 2*i+l)

pero tienen un significado que deberia ser facil de explicar en la notacién en linea. En lo sucesivo se
utilizara la notacién en linea para denotar operaciones de alto orden. En el contexto de la légica éstas van a
corresponder a operaciones de cuantificacion.

3.1 CUANTIFICACIONES

Una operacion binaria @ es ACU (asociativa, conmutativa y con unidad) si cumple que, para los elementos
de su dominio, donde X, y, z son variables y u es una constante:

e X ®(y®@2) =(Xx®Yy) &z

e X DYy =Yy ® X

e X®U =UuUu®XxX = X

Como ejemplos de operaciones ACU se pueden mencionar:

+ : suma (en enteros, reales, ...)

* : multiplicacién (en enteros, reales, ...)
A : conjuncién légica A

v : disyuncion légica

El elemento neutro toma su nombre de que, al operarlo con un elemento cualquiera x, se obtiene cono
resultado x. Otros nombres para el elemento neutro son cero, unidad y mdédulo.

Para la operacion @ se define una operacion de alto orden correspondiente, expresada con la notacién en
linea

@& 1Q: B

donde se reconocen las siguientes componentes:
X, la variable de la cuantificacion, es un identificador de una variable;
Q, el rango de la cuantificacién, es una condicién sobre Xx;

E, el cuerpo de la cuantificacion, es una expresion (del tipo3 de las que opera ®).

2 g problema es que la notacion tradicional opera los elementos de un intervalo de enteros. La notacion en linea permite como
operandos colecciones que se describan con predicados y variables. Por supuesto, se puede extender la notacion tradicional de alguna
manera, aungue se termina con problemas tipogréaficos y usandose editores de férmulas mas bien complejos.
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La idea es que
(®x | Q - E) = "aplicar ® alos E tales que Q"

Como se ve, el orden en que se operen los argumentos no deberia importar, por la asociatividad y la
conmutatividad de @ 4.

La notacion para cuantificaciones puede destacar, si se requiere, el tipo de la variable de cuantificacién. Si x
es de tipo T y esto se quiere destacar, se escribe
(®x:T | Q - BE)

Si Q = true, se suele omitir, es decir:
(®x |: E) = (& | true : E)

Para ciertos operadores, también es usual cambiar el simbolo de la operacion por algin simbolo
culturalmente mas utilizado. Entonces, se pueden usar las siguientes notaciones y significados:

Cx]1Q:E) =(x]10Q:E) /I sumatorias

x] Q- E) =Cx | Q:E) /I multiplicatorias

(W] Q:-E) =(x]0Q:E) /[ "para todo", cuantificacion universal
@x|]1Q:-E) =((x]0Q:-E) /l "existe", cuantificacion existencial

La semantica pretendida depende, en cada caso, de la operacién involucrada:
(x| Q = E ) [//lsumatoria de los E que cumplen Q
(IIx] Q - E ) /I multiplicatoria de los E que cumplen Q
(vx] Q - E) [/lParatodo X, tal que Q valga, vale E
(@x | Q - E ) [/lExiste x, tal que Q vale, para el que vale E.

Ejercicios 3.1

Para las siguientes operaciones binarias, suponga definiciones y propiedades conocidas de manera intuitiva
y determine si se puede o no construir una cuantificacion que denote la operacion de alto orden
correspondiente. Cada operacion op se describird con una notacion de la forma x op y seguida de una
interpretacion informal de la misma.

1 a max b = "maximo entre los nUmeros naturales (enteros no negativos) a, b"
2 a max b = "maximo entre los nUmeros reales a, b"

3 a max b = "maximo entre los nimeros reales no negativos a, b"

4 aé&b ~ "cadena de caracteres resultado de concatenar las cadenas a, b"
5 a=»>b ~ "a equivale a b" (valores booleanos)

3 La nocién de tipo de una variable se va a entender de manera intuitiva. Para quienes tiene alguna experiencia trabajando con
lenguajes de programacion, el concepto de tipo de las variables que alli se maneja deberia ser suficiente para entender lo que aqui se
va a utilizar.

4 Porlo menos, esto es claro cuando el nimero de los x que cumplen Q es finito. Obsérvese que la notacién permite hablar de rangos
infinitos, v.gr., se puede pensar en una suma infinita, como (+k] k=0 : a(k)). En este caso no cabe pensar que se van a operar
todos los argumentos uno tras otro y en un orden cualquiera, puesto que esto seria un proceso de calculo infinito.
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3.2 REGLAS DE CUANTIFICACION

Notese que se quiere extender ahora el lenguaje formal, de manera que las cuantificaciones sean también
férmulas bien formadas. Esto da lugar a plantear que haya reglas de inferencia especiales que permitan
calcular con las nuevas férmulas. Como antes, se puede pensar en la correccion de estas nuevas reglas, y
su justificacion se puede argumentar teniendo en cuenta los ejemplos en los que se aplican (v.gr., las
sumatorias y sus propiedades).

3.2.1 Reglas de inferencia para cuantificaciones

Hay 3 reglas de inferencia nuevas, una para sustitucién de variables y dos para remplazo de iguales por
iguales:

Sustitucion: true | z,P no dependen
(®x] E : S)[z:= P] = (®x| E[z:= P] : S[z:= P]) | de x
Leibniz: P=0Q

(®x | E[z:=P] - S)

(®x | E[z:=Q] : S)

=Q
(®x | E - S[z:= QD

Leibniz: E =P
(®x | E - S[z:=PD) =

Estas reglas permiten efectuar cambios de iguales por iguales en el rango y en el cuerpo de las
cuantificaciones. Notese que, para hacer sustituciones en el cuerpo de la cuantificacién, es suficiente que
las expresiones iguales lo sean para los elementos del rango.

Ejemplo A: Reglas de inferencia para cuantificaciones

Sustitucién
G| I<i<y - J+2)0:= j+4]

il G=i<pO:=j+41 : a+20:= i+4D
(+i] 1<i<j+4 : j+4+2)

Se entiende que 1, j son variables diferentes y, por tanto, se puede aplicar la regla de sustitucion en vista
de que j ni j+4 dependen de i.

Remplazos en el rango:
(+iznat | 0<i?<n®+2*n+l : 3*i+2)
( n?+2*n+1 = (n+1)?)
(+iznat | 0<i’<(n+1)? : 3*i+2)
( 120: 0<i’<(n+1)? = 0<i<n+l )
(+iznat | O<i<n+l : 3*i+2)

En los dos remplazos sefialados se cambia todo el rango por una expresion equivalente del mismo. En el
segundo, obsérvese que la equivalencia depende de que la variable i es de tipo nat (nUmeros naturales,
enteros no negativos).
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Mas remplazos en el rango:
(Viznat | 0<i?<n?+2*n+1 : 3*i+2>0)
( n?+2*n+1 = (n+1)?)
(vi:znat | 0<i’<(n+1)? : 3*i+2>0)
( 120: 0<i’<(n+1)? = 0<i<n+l )
(Viznat | O<i<n+l : 3*i+2>0)

Las justificaciones de los remplazos en este ejemplo son exactamente las mismas que en el ejemplo
anterior.

Remplazo en el cuerpo:
(Vi | O<i<n : V(i®=0)

= ( 0<i<n =  ((V(@i®=0 = i20) )
(Vi | O<i<n : i20)

La justificacién requiere un conocimiento adicional del significado y de propiedades de los nimeros reales.

8§

3.2.2 Axiomas generales de cuantificacion

Los axiomas siguientes permiten efectuar calculos sobre cuantificaciones que, usualmente, redundan en
resultados que simplifican las expresiones transformandolas en otras sin cuantificaciones o con
cuantificaciones mas simples (v.gr., con un rango mas simple). Su uso repetido establece, en muchos
casos, modos de evaluar las cuantificaciones en términos de valores primitivos (por ejemplo, al llegar a
expresiones sin cuantificaciones).

1 Axioma: Rango vacio
(&x | false : P) = u
I

El axioma del rango vacio se refiere a operar con @ todos los elementos que cumplan false. Como no hay
ninguno, se define que el resultado es el elemento neutro de la operacion.

Como justificacion, parece natural afirmar que una suma vacia de numeros es 0. Algo un poco mas dificil de
aceptar podria ser que una multiplicacion vacia es 1. Pero este es un axioma que, asi parezca curioso para
algunos ejemplos especificos, en la practica ayuda a que el calculo resulte facil y coherente con la realidad.

Ejemplo A: Rango vacio

Sumatoria vacia:

(+x:zint | 1<x<0 : 5*x)
( 1<x<0 = false )
(+x:int | false : 5*x)
= ( Rango vacio )

0

Multiplicatoria vacia:

(*x:int | 1<x<0 : 5*x )
( 1<x<0 = false )
(*x:int | false : 5*x )

( Rango vacio )
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1

Cuantificaciones universales y existenciales
Para los siguientes ejemplos, supdngase que la notacion se refiere a elementos x de tipo Animal:

perro.x = "X esun perro”
gato.x = "X esun gato"
vuela.x = "xvuela"
patad.x =~ "x es cuadripedo”

Notese que no hay ningun x para el que
perro.x A gato.x

sea verdadero.

Entonces, el axioma de rango vacio permite afirmar que
(vx: Animal | perro.x A gato.x : vuela.x ) = true
(3x: Animal | perro.x A gato.x : vuela.x ) = false

i.e., "todo perro que sea gato vuela" y "es falso que haya un animal que sea perro y gato, y que vuele".

En el caso del existencial también debe poderse afirmar que "es falso que haya un animal que sea perro y
gato, y que sea cuadripedo”, ya que el axioma de rango vacio permite asegurar que
(3x: Animal | perro.x A gato.x : patad.x ) = false

8
2 Axioma: Regla de un punto
Si E no depende de x:
(@®x] x=E : P) = P[x:= E]
I

La regla de un punto permite, como el axioma del rango vacio, liberarse de una cuantificacion obteniendo
como resultado una expresion mas simple.

Como justificacion, si se opera sobre un rango que solo tiene un elemento x, parece natural esperar que el
resultado sea el valor de la expresion del cuerpo evaluada en x. También se puede explicar como el
resultado de una operacion @ teniendo como argumentos el neutro u (i.e., el resultado de la operacion
sobre una coleccidn vacia) y el valor de la expresion del cuerpo evaluado en el (nico elemento que esté en
el rango, i.e., P[x:= E]. Por la definicién de elemento neutro, el resultado debe ser P[x:= E].

La restriccion de que E no dependa de x es importante, porque de otro modo puede desvirtuarse el hecho
de que el rango se cumpla exactamente en un elemento.

Ejemplo B: Un punto

Sumatoria de un elemento
(+x:zint | 0<x<2 : 5*x )

= ( O<x<2 = x=1 )
(+xzint | x=1 : 5*x )

= ( Regla de un punto )
G [x:= 1]

5*1
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Sumatoria incorrecta de un elemento
(txzint | X = x+1 - 5*x )

( Regla de un punto )
(G*X) [x:= x+1]

5*(x+1)

Pero este céalculo es incorrecto®. En cambio, si esta bien calcular asi:
(+xzint | X = x+1 : 5*x )

( x=x+1 = false )
(+x:int | false : 5*x )

( Rango vacio )

0

Cuantificaciones universales y existenciales
Para los siguientes ejemplos, supdngase la notacién del Ejemplo A.
(vx: Animal | x=Pluto : vuela.x)
( Regla de un punto )
(vuela.x)[x:= Pluto]

vuela.Pluto

Aqui se esta afirmando que la cuantificacion universal equivale a "Pluto es un animal que vuela"®.
Obsérvese que, también:
(3x: Animal | x=Pluto : vuela.x)
( Regla de un punto )
(vuela.x)[x:= Pluto]

vuela.Pluto

§
3 Axioma: Distributividad
Si las cuantificaciones estan bien definidas:
(®] R :E1) ® (@] R : E2) = (&]| R : E1 @ E2)
I

La exigencia de la buena definicién de las cuantificaciones tiene que ver con que, en ocasiones, la notacién
puede no tener sentido al interpretarse como operar sobre todos los elementos que cumplan R. El problema
puede estar en que el rango R sea infinito (hay infinitos elementos que estan en el rango) o que, para algun
elemento que esté en el rango R, alguna de las expresiones E1, E2 0 E1L®E2 no esté bien definida.

5 Entre otras razones, se supone que x es una variable de la sumatoria, asi que el resultado deberia ser independiente de x. Un
indicador méas de que el calculo tiene algo errado.

6 Notese que esto no quiere decir que sea verdad que "Pluto es un animal que vuela™ solo que las dos afirmaciones son
equivalentes.
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El que el rango R sea infinito no es suficiente para afirmar que la notacién no tenga sentido. En general, la
buena definicion depende del tipo de la variable de cuantificacién y de la operacién que se efectda. Lo que
si puede afirmarse es que, si el rango es finito y los cuerpos de las cuantificaciones estan bien definidos
para cada elemento del rango, el axioma de distributividad es coherente con la realidad.

Ejemplo C: Distributividad en cuantificaciones

Partir una suma por los términos que se suman
(+k] O<k<n : k+1)

= ( Distributividad )
(+k] O<k<n : k) + (+k] O<k<n : 1)

Sumas infinitas bien definidas
(+k:zint] O<k : k?+ k?)
( Distributividad )
(+k:zint | O<k : k2 + (+k] O<k : k™

La teoria de series permite afirmar que cada una de las sumas infinitas anteriores esta bien definida (porque
todas convergen) y, ademas, que el célculo sefialado es correcto.

Sumas infinitas mal definidas
(+k:int] O<k : k'+ kb
= ( Distributividad )
(+k:zint | O<k : k) + (+k] 0<k : kD

También la teoria de series permite afirmar que al menos una de las sumas infinitas de este ejemplo no esta
bien definida (porque diverge). El axioma de distributividad estd mal usado en este caso.

Cuantificaciones universales y existenciales

El significado pretendido de las cuantificaciones universales ("para todo") y existenciales ("hay uno") justifica
que se pueda afirmar que estas cuantificaciones siempre estan bien definidas. En otras palabras, el axioma
de distributividad se puede aplicar siempre:

(YX] R - E1) A (YX] R : E2) (YX] R - E1 A E2)

(AX] R:E1D) v (O] R:E2 = (GEx] R :ELvVE2
8§
4 Axioma: Partir rango disyunto
Si las cuantificaciones estan bien definidasyR A S = false:
(@] RvS - E) = (@] R :E) @ (&] S : BE)
I

Partir el rango tiene sentido para efectuar separadamente una operacion de alto orden sobre una parte de
los elementos del rango y sobre el resto. Si el rango consta de dos partes, R y S, todo elemento en él
satisaface R v S. SiR A S = False, ningln elemento del rango cumple simultaneamente R y S. Entonces, si
las cuantificaciones estan bien definidas, es de esperarse que el axioma sea verdadero al interpretarlo en
una realidad.

Ejemplo D: Rango disyunto

Partir rango en una suma
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(+tk] O<k<n : E(K))

( O<k<n = (0O<k<n A par.k) v (0<k<n A —par.k) )
(+k] (O<k<n A par.k) v (O<k<n A —par.k) : E(K))

( Partir rango )
(+k] O<k<n A par.k : k) + (+k] O<k<n A —par.k : E(K))

En este caso, puede ser conveniente expresar el rango que interesa (O<k<n) como dos partes disyuntas
(los k pares, los k impares). Una vez hecho esto, la particion por rango disyunto es aplicable, siempre que n
sea un valor entero bien definido, ya que entonces todas las sumas estan bien definidas.

Partir rango mal aplicado
(+k] (O<k A par.k) v (0<k A —par.k) : k)
= ( Partir rango )
(+k] O<k A par.k : k) + (+k] O<k A —par.k : k)

En este caso ninguna de las sumas infinitas mencionadas converge. No tiene sentido hablar de aplicar el
axioma de partir rango en este caso.

Cuantificacién universal

Como se indico arriba, las cuantificaciones universales siempre estan bien definidas si los cuerpos lo estan,
i.e., siempre tiene sentido si los términos del cuerpo estan bien definidos. Por ejemplo:
(vk] (O<k A par.k) v (O<k A —par.k) : k>8)
= ( Partir rango )
(VK] 0<k A par.k : k>8) A (Vk] O<k A —par.k : k>8)
8

Cuando se quiere partir el rango en dos partes que tienen elementos en comun (i.e., R A S puede no ser
false), se puede plantear un axioma que remedie el hecho de incluir dos veces a los elementos que
satisfacen R A S al efectuar la operacion de alto orden:

5 Axioma: Partir rango general

Si las cuantificaciones estan bien definidas:
@] RvS:IE)e (] RAS:E) = (@] R:E)® (@] S : E)

Ejemplo E: Partir rango general
Conteo de rango

La forma de contar los elementos de un rango es sumar 1 por cada elemento. Supéngase que en un grupo
de personas unas hablan espafiol, otras inglés y otras hablan los dos idiomas. Como notacion, definanse
e.X = "X habla espafiol"

i.X =~ "X hablainglés"

Ahora, para contar cuanta gente hay en el grupo se puede calcular
(+x] e-x v i.x - 1)
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El axioma de partir rango general permite afirmar que

(tx] ex v i-x - 1) + (#x] e-x A 1.Xx 2 1) = (+x] e.x = 1) + (+x] i.x = 1)
= ( aritmética )

(x|l ex vi.x 1) = (x|l e.x 1 1)+ (x| i.x 1) - (#x] e.x A B.Xx - 1)

Es decir: el nUmero de personas en el grupo equivale al nimero de las que hablan espafiol, sumado al de
las que hablan inglés, menos las que hablan los dos idiomas.
8§

El siguiente axioma justifica que, en el caso de las operaciones de légica A, v, no sea necesario evitar
"operar dos veces" como se considera al partir rango general. Esto sucede porque las dos operaciones son
idempotentes, i.e.,

X A X = X

X v X =X

Entonces, se plantea el axioma:

6 Axioma: Partir rango con idempotencia

Si las cuantificaciones estéan bien definidas, ® idempotente (x & x = X):
(X ] RvS:E)= (& | R:E)® (]S : B

Ejemplo F: Partir rango con idempotencia

Considérese la situacion planteada en el Ejemplo E y la afirmacion
(vX] e-x v 1.X 7 m.x)

donde
m.x = "X es marinero".

El partir rango con idempotencia (o A oo = ) permite afirmar que
(vX] e-x v i.X I m.x)

= ( Partir rango con idempotencia )
(vx] e-x - m.xX) A (¥YX] 1-X - m.x)

Nétese que, como se esta postulando también el Axioma de partir rango general, también debe ser cierto
que
(Ix] e-x v i.Xx 2 mx) A (WX] e-Xx A T-X I m.X)

( Partir rango general )

(vx] e-x - m.x) A (UYX] 1-X - m.x)

Y se puede concluir que

(UX] e-x v i-Xx 2 m.x) A (UX] e.Xx A T.X - m.X)
( ==Transitividad )

(vx] e.x v i.X 1 m.x)

8

El proximo axioma recuerda el intercambio del orden de suma en sumatorias anidadas. En estos casos es
importante que el operar primero con respecto a una variable y luego con respecto a la otra sea posible, lo
gue requiere que las expresiones de los rangos no ganen dependencias que no se deberian tener al hacer
los intercambios indicados.
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7 Axioma: Intercambio de variables de cuantificacion

Si las cuantificaciones estan bien definidas, R no depende de y, Q no depende de x:

@ |IR:@ [Q:-BE))= @®|1Q: (@ ]|R:E)

Ejemplo G: Intercambio de variables

Las aplicaciones de esta clase de axiomas son Utiles en calculos de sumatorias anidadas o incluso, de
integrales en varias variables. Por ejemplo, para calcular la suma de los elementos de una matriz
b[1..m,1..n] de nimeros enteros, se puede sumar por filas o por columnas y el resultado debe ser el
mismo, i.e.,

(+i] 1<ism - (A Iggsn - bLiLgD
= ( Intercambio de variables )

(+J] 1Ig<n o (1] 1<igm : b[i,jD)

El axioma de intercambio no es aplicable cuando los rangos no son independientes entre si. Por ejemplo:
(+i] 1<igm @ (+j] Igg<io @ bLiLgD

Nétese que, en este caso, al escribir algo como
] 1g<i o (+i] I<ign D bLiLJD

la variable 1 en el rango de la primera cuantificacion es independiente de j. Es decir, habria que conocer un
valor de 1 para poder calcular esta sumatoria.

Para la misma matriz se puede pensar en la afirmacion de que exista una opareja de indices(i , j) para la
que b[i,j]=0. Por el axioma de intercambio de variables, no debe importar si se trata de ubicar i primero
que j o viceversa:

@] 1<i<m - (+j] 1<g<n - b[i,j]=0)
= ( Intercambio de variables )

G1l 1ggsn o (+i] 1<igm - b[i,j]=0)

El siguiente axioma permite resumir cuantificaciones anidadas en una sola cuantificacién con respecto a un
conjunto de variables. Si se quiere, este axioma define la cuantificacion "en mas de una dimensién".

8 Axioma: Anidamiento

Si las cuantificaciones estan bien definidas, R no depende de y:
@,y | RAQ:E) = (@ | R:(@®y|Q:E)

Ejemplo H: Anidamiento

Continuando con lo planteado en el Ejemplo G, la notacion del Axioma de Anidamiento es una extension de
la idea de tener una sola variable en una operacién de alto orden a tener una coleccion de variables. El
axioma, de hecho, le da significado a la notacién nueva, explicando que el prden de evaluacion es, como es
de esperarse, irrelevante para el calculo de un resultado.

Entonces, se puede escribir:
(+i,j| 1<ism A 1<§<n - b[i,JD
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= ( Anidamiento )
| <m : (+3] 1<j<n - b[i.jD

Y también:
Gi,jl 1<ism A I<j<n - b[i,jD
= ( Anidamiento )
@il 1kki<m @ @GEjl 1£<n @ b[i,j]1=0)
§

Algo que se espera es que la evaluacion de una cuantificacion no dependa del nombre de la variable sobre
la que la cuantificacion se define. Por eso tiene sentido el siguiente axioma:

9 Axioma: Renombramiento de variable de cuantificacion

Si R, E no dependen de y:
@] R - E) = @yl RIx:=y] : (E[x:= yD ,

Claramente, se permite cambiar una variable por otra que, al renombrar, el valor de la expresion sea el
mismo en cualquier caso. Si se contraviene alguna de las condiciones de independencia que el axioma
exige, lo més seguro es que los dos lados de la ecuacion del axioma correspondan a valores diferentes.

El siguiente teorema se puede demostrar dentro de la teoria esbozada. Generaliza el axioma de
renombramiento de manera que no solo se cambie una variable por otra sino también por una expresién
que denote una funcién que tenga inversa.

Teo: Cambio de variable de cuantificacion

R no depende de y, E no depende de y, T es una expresion que tiene inversa:
(& | R:E) = (@y | R[x:= f.y] : E[x:= f.y]D

Dem: Se omite.

Ejemplo I: Cambio de variables

El cambio de variables es muy utilizado en céalculos numéricos, buscando la simplificacién del cuerpo o del
rango de la cuantificacion. Por ejemplo:
(+i] O<i<n : n-i)
= (1= n-jJ)
(31 O<i<n)[i:= n-j] : ("-D[i:= n-jD
= ( Sust )
(+31 Os<n-j<n : n-(n-j))
= ( 0<n-j<n = 0<j<n; aritmética )
(+31 O<j=n : j)

La condicién de que la funcién f sea invertible es necesaria para que la nueva variable recorra tantos
elementos como la variable original.

8

Ejercicios 3.2
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1 Expanda las siguientes sustituciones textuales. De ser necesario, haga cambios de variables:
a (ex] O<xtr<n : x+v)[v:= 1]
b (ex] O<x+r<n : x+v)[x:= 1]
c  (ex] O<x+tr<n : x+v)[n:= n-x]
d (ex] O<x<n : (ey] O<y<n : x+y+n))[n:= x+2*y]
2 Decida si se puede usar el axioma de un punto para simplificar las siguientes expresiones (interprete
la notacién de acuerdo con el significado usual que se da en matematicas). En caso afirmativo,

aplique el axioma para calcular un resultado.

a (+x:int 0<x<2 : x2)

|
b (ax:tbool | x = true = Xx)
¢ (*x:tnat | par.-x : x+1)

3 Explique si esta o no bien usado el axioma de distributividad en cada uno de los siguientes casos.
a (x| 0<x=£5 @ x+2X+3x) = (+x | 0<x<5 : x) + (+x | 0<x<5 : 2x + 3x)
b (x| 0<x - X+(-%X)) = (#x ] 0<x : xX) + (+x | O<x : (-xX))
c (X ]| 0<x<10 : x+(-X)) = (X ] 0<x<10 : x) + (#x | 0<x<10 : (-x))

4 Expligue en cuales casos esta bien utilizado el axioma de Renombramiento de variable de
cuantificacion. Indique cual fue el renombramiento utilizado.

a (tx] 0x<n+l : 2*x) = (+y] O<y<n+l : 2*y)

b (*x] 0<x<n+l : x+3)

(*n] 0<n<n+1 : n+3)
c plp=-p:-p)=r]r =n-ar:-r)

d @Glp=>Cvd :ped) =@Grlr=>(vag 1 r<aq

5 Verificar si las expresiones calculan el mismo valor; de no ser asi explicar por qué.

a (+x | 0=x<2 : 2*x) = (+y | O<y+5<2 : 2*(y+5))

(+y | 0<y?<2 : 2*y?)

b (x| 0x£2 1 2*x)

3.3 MANIPULACION DE RANGOS

Los axiomas de partir rango tienen ejemplos importantes de aplicacion si el rango se define como un
intervalo de enteros. Mas exactamente:

3.3.1 Teo: Rompimiento por término extremo

(@i | O<i<n+l : E) = (@i | O<i<n : E) ® E[i:= n]
(®i1 | O<i<n+l : E) = E[i:= 0] & (@®i | O<i<n+l : E)
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Dem: Se omite.

I

Cuando el rango es un intervalo, el partir rango repetidamente desde un extremo del intervalo hasta que
solo quede un elemento en el rango y usar entonces el axioma de un punto, permite afirmar que:
(®i1 | O<i<n : E) = E[i:= 0] & E[i:= 1] @ .. & E[i:= n-1]

que, si se vuelve a la motivacion de las cuantificaciones es precisamente lo que se ha pretendido
generalizar desde el caso de las sumatorias.

Ejercicios 3.3

1 Demostrar el Teorema de rompimiento por término extremo.
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