211

2a (x = y) = z

2b x Ay = xVy

2.1.2
1

/N
/N

la Hay que expresar cada uno de los operadores de la tabla de 2.1.2.3 en términos de A y — y las variables
%, y. Nétese que se describen como operadores binarios, asi sean esencialmente constantes o unarios.

F(x,y) =
X AY =
x Py =
(2,¥)1
x <&y
(x,Y) 5 =

Z vy =

VvV y =

s Il
b
— =
J
N
I

><
)
<

I

X A —X
X A Y

X A Y

Yy

—X A Y

b4

—((x A YY) A (=X A —AY))
—(x A V)

= X A Y
= 2 ((mx A Y) A (XA AY))
= -y

= X

x
=
J

e
I

= —|(X VAN —|y)

—(x A V)

= ﬂ(X A —X)
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1b Por ejemplo, la constante F (siempre false) y la negacién —x no pueden expresarse en términos
de disyunciones y conjunciones de las variables x, y. Para probar esta clase de afirmaciones se requiere
una técnica de demostraciones mas avanzada que la deduccion que se ha explicado. Sin embargo, si se
observan las férmulas que se pueden construir, siempre las variables x e y aparecen afirmadas, y las
conjunciones y disyunciones involucradas deben reducirse a x, y, xvy 0 xAy.

Los 3 argumentos representan 8 posibles estados de evaluacion. Cada estado puede ser true 0 false,
i.e., 2 valores por estado. Dos operadores son diferentes si evallian diferente en un estado. Entonces, para
contar los operadores ternarios diferentes hay que contar cuantas formas de evaluar hay, en los 8 estados.
Estas son 28 = 256.

2.1.3
1 x=>y=-xvVvy
Es tautologia. La siguiente tabla de verdad lo comprueba:

XY x>y |™X XVYy| Xx=>>Yy=XVYy
0|0 1 1 1 1
0|1 1 1 1 1
1|0 0 0 0 1
1|1 1 0 1 1

2 (x > y) = x
No es tautologia. Nétese que en el estado en que x = false,y = false se obtiene como valor de
verdad false.
No es contradiccion. Notese que en el estado en que x = true,y = true se obtiene como valor de
verdad true.

3 x = y=xV -y
No es tautologia. Nétese que en el estado en que x = true,y = false se obtiene como valor de
verdad false al lado izquierdo de la equivalenciay true al lado derecho, i.e., evalla a false.
No es contradiccion. Notese que en el estado en que x = true, y = true se obtiene como valor de
verdad true en los dos lados, i.e., evalla a true.

4 x A (X = V) Ay
Es contradiccion. La siguiente tabla de verdad lo comprueba:

XIV|Xx = y|ay|[x A (X = V) |[X A (X = y) Ay
00 1 1 0 0
01 1 0 0 0
110 0 1 0 0
111 1 0 1 0

221

1

la

Variables proposicionales:
ma : hoy es martes
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mi : hoy es miércoles
Traduccion:
ma = —mi
Contrarreciproca
mi = —ma
Si hoy es miércoles, entonces hoy no es martes.

1b
Variables proposicionales:
1 : llueve
m : Voy a hacer mercado
Traduccién:
1] = —m
Contrarreciproca
m = —l
Si hoy voy a hacer mercado, entonces no llueve.

1c
Variables proposicionales:
s : me quedaré solo
v : tevas
Traduccién:
vV = s
Contrarreciproca
—S = Vv
Si no me quedo solo, entonces tU no te vas.

1d
Variables proposicionales:
g : me quedaré
v : tevas
Traduccién:
q=v
Contrarreciproca
—q = v
No me quedaré solo si td no te vas.

Otra posibilidad (dependiendo de la intencidén que se quiera transmitir):
Traduccién:

v = g
Contrarreciproca

—q = —Vv

No me quedaré, luego tu no te vas.

le
Variables proposicionales:
tt : puedo terminar la tarea
ed : entiendo la demostracion
Traduccién:
—-tt = —ed
Contrarreciproca
ed = tt
Si entiendo la demostracién puedo terminar la tarea.
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1f Variables proposicionales:
1 : estélloviendo
p : puedo ir al pueblo
Traduccién:
l = —p
Contrarreciproca
p = -1
Si puedo ir al pueblo, no llueve.

3
a Definicién de variables
El Sillueve Juan se queda en casa.
1: Llueve
c: Juan se queda en casa
E2 Si Juan tiene tareas se queda en casa.
t: Juan tiene tareas
E3 Juan se quedé en casa.
E4 Juan tiene tareas o esté lloviendo.
b  Traduccién a I6gica proposicional

(E1l) 1 = ¢
(E2) t = c
(E3) ¢

(E4) t v 1

La expresion correspondiente es
E1l A E2 A E3 = E4

¢ Tabla de verdad

o

c| t cl|l El A E2 A E3 |E1 A E2 A E3 = E4

RlR|lRr|lRr|lOoOlOo|lOo|lO| M
RlR|lolo|lrR|R|lO|lOo]| 0
Rlolr|lo|lrRr|lo|lrR|o]

= =
1 1
1 0
1 1
1 1
0 1
0 0
1 1
1 1

RPlRlR|lRrlRrlolrlo] <L
Rl lolo|lr|r|lolo
e e R

El argumento no es correcto en el estado enque 1 = false, ¢ = true yt = false, i.e., cuando no
llueve, Juan se queda en casa y no tiene tareas. En este estado las tres premisas son verdaderas, pero la
conclusién no. Esencialmente, la incorreccion del razonamiento estaria en creer que si p = g Yy se diera q,
entonces debiera darse p.

2.4.1
la P A (g=p) =-p

Cuando p = true, el lado izquierdo de la equivalencia es true, pero el lado derecho vale false. En
otras palabras, no es una formula vélida y, por tanto, no puede ser un axioma.

1b (p = 9 A (= 1) A (rt = 5s8) = p = s
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La siguiente tabla de verdad comprueba que la expresién es una tautologia, de manera que si puede

Ser un axioma.
[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

pP=q

g=r

r—s

[11A[2]AL3]

p=s

[4]

—t
(8]
—t

1

el i el B B el e Bl Bl Kol Rl Hol Nol ol Nol Rol L o}
Rl Rrlololo|lolr| R rlrlol ool ola
—| | ol ol ||l olo|lr| Rl ool ool
Rlo|lr|lo|lr|lo|lr|lo|lrlo|lrlo|lrlolrloln

Rl elololo|lo| Rk Rl |-

Rl ool Rk rlrlolol k| | |-

ol kRl ol k| rlo|l k| Rk o] |-

=llelleoliol o]l ol ol ol el Nl ol il No) N

Rl r|olo|lo|lo| ||kl e

e S e Y e e N e e R I R I I

2 En una tabla copia de la de 2.1.2.3 se puede buscar qué operadores cumplen los axiomas

correspondientes. A continuacién se ilustra esta idea, llamando e a un operador que cumple el
axioma mencionado. Las columnas en rojo descartan operadores que no cumplen el axioma dado:

xy
00000000001 111
0o1looo0oo011110000
1000110011001 1
11lo1 0101010101
xy

0000000000111 71
0o1looo0011110000
1000110011001 1
1101 0101010101
xy

00000000001 111
0o1loooo011110000
1000110011001 1
110 10101010101

o o
R O P
[ R

o O = =
= ==
o I

o O
o R
o B o

el e

e e

e-Tdentidad
x o false = x

e—Conmutatividad

X &y =Yy e x

e—Dominancia

X e true = true

La Unica columna que no es roja en ninguna de los tres casos (porque cumple los axiomas) es la que tiene

la forma
Xy

Rr R OO
R O Rr O
S S )
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y esta es, precisamente, la que define el operador v.

2.4.2

1

la x[x:= a+3] = a+3

1b x+y*x[x:= a+3] = x+y* (a+3)

1c (x+y*x) [x:= a+3] = a+3+y* (a+3)

1d x+y*x[x,y:= y,x] = xt+tx*y

le (x+ty*x) [x,y:= y,x] = y+x*y

1f (b[i1+5*b[§1) [i,b[i],b[j]:= i+1,2,3] = 2+5*3 // si i#j

1g (b[1]+5*b[3]) [1:= i+1][b[i]:= 2] [b[j]1:= 3] = b[i+1]+5*3

2 La regla de Leibniz se puede escribir con ayuda de la notacién de sustitucion asi;
o 3 pP,gq : proposiciones

Leibniz : P=4d E[x]: expresion sobre x

Elz:= p] = E[z:= ] ’

Basta mostrar que, cuando se dan las hipotesis de una de las dosregla s, se puede deducir su
conclusion con ayuda de la otra regla.

Si en un momento valen z=x y z=Y, la transitividad de = permite afirmar que X=Y. Si se tiene la Regla
de Leibniz, se puede concluir que E[z:= X] = E[z:= Y]. Esta es la conclusion que se tendria al
aplicar Leibnizl a las hip6tesis iniciales.

Si en un momento vale X =Y, la reflexividad de = permite afirmar que x = Y, Y = Y. Si se tiene la
Regla de Leibnizl, se puede concluir que E[z:= X] = E[z:= Y]. Esta es la conclusién que se
tendria al aplicar Leibniz a las hipétesis iniciales.

24.3
1 Teo: XAY=EXVYy=xX=Yy
Dem:
XANY=XVYy=XxX=yY
= ( Def =)
XAY=XVy=s(XAY) V (Ax A y)
= ( =-Conm )
X VYV=EXAYE(XAY) V (XA AY)
= ( v-Ident )
X Vy=(xAy)VIfalse = (x Ay) vV (x A AY)
= ( Distr v/=)
X Vy=(xAYy) VvV (false = (=-x A y))
= ( Def false )
X Vy=(xAy) Vintrue = (=x A 7y))
= ( Neg =)
X Vy=(xAyYy)Valtrue = (x A 1y))
= ( ==Ident )
X VY= (XAY)ValEx Ay
= ( De Morgan )
X VVy=E=I(XAY)VXVY
= ( v=Conm )
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true
I
2 Teo: (x > y) A(x=y) =Y
Dem:

(X =2 Vy) A(x=y) = v
= ( Def = )

(X Vy) A D(x =y) >V
= ( Def =)

2((x VYy) A(X=EY)) VY
= ( De Morgan )

(m(=x v y) vV —(x =y)) vy

= ( De Morgan )
((mx A —y) v SN vy

= ( Doble negacidén, 2 veces )
((xA7y) vV (x=y)) Vy

= ( v-Asoc, v-Conm )
(X A my) VYV V (x=Y)

= ( Absorcién - )
(x vy Vv (x=y)

= ( Distribucién v/=)
EVEVE =x vy vy

= ( v-Asoc, v-Conm )
XV XV y= XV

= (v-Idempot, 2 veces)
XV y=XxXVy

= (v-Conm. =-identidad)
true

I

3 Teo: pA (P =>9 A (gq=>r1r) = r
Dem:
PA(p=9 A (g=>r1r) =r
= ( Def = 2 veces )
P A (=p Vg A (gVvIr =r
= (Def = )
(P A (0P V g A (gV Ir)) Ve
= ( Absorcién = )
(P AgA (Vv Ir)) VvVr
= ( Absorcién - )
(P AgATI) VT
= ( De Morgan )
-p V ogq V or VvV r
= ( Medio excluido )
-p VvV 0g Vv true
= (v-Dominancia)
true

MEL* Sistemas formales y sistemas légicos 7



4 Teo:

Dem:
5 Teo:
Dem:
6 Teo:
Dem:

pVv-p=((pVvag A-(pA (hgV-r))) v (0p A-g VvV (0p A )
pVv-op=((pVvg A-(FpA(gyVvar))) Vv (p A g VvV (2P A SI)
( Medio excluido )
true = ((p Vg A (P A (g Vv —r))) V ((p A 9g) V (0p A Or)
( ==Ident )
((pva A-(pA (hgvVvar))) v (-p A9 VvV (7p A oK)

(Distr A/V)

((pva A(p A (2g Vv or))) v (-p /\_)
(De Morgan, 2 veces )

((pva A (=p Vv a(=gyVvar))) v (p A a(g A 1))
(De Morgan, dos veces )

((pva A (-vﬂﬂ(q/\ r))) v -(p v (g A 1))
(Doble neg, 2 veces )

(pva AV (gazx))) v-(pVv (gAarxn))
( Distr Vv/A)
(pv (@A (garx))) v-alpVv (ga 1))

(A-Asoc )

(p vV (AgATI)) ValpVv (gAaATr))
(A-Idempot )

(p VvV (ATr)) Vv o(pVv (gA 1))
( Medio excluido )

true

(pva) A (pA (pAQg) = (0pAQq)

(pVva A (=p A (P AQg))
( A-Asoc )
(P va A (mp AP AQ)
( A-idemp )
(pVva A (=p A Q)
( Distr A/V)
(P AP AQG VvV (@A-PAQ)
( Contradicciédn )
(false A gq) vV (g A =P A Q)
(A-Dominancia)
false v (g A =p A Q)

(v-Ident )
a AN P A g
(A-Conm )
PAgdA(g
(A-TIdemp )
PAqg
p= (q@g=>p) =-p=> (p=79)
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(Def =, 2 veces )

PV (g vV p) = 27p Vv (7p VvV q)

= ( Doble neg )
-pV-QVP=EPpPpV-op Vg
= (v=-Conm )
wp v pv-q=EINIEE v q

true v g = true Vv g

true = true
= (=-Ident )
true

7 Teo: (p = 9 A (r = gq) =
Dem:

p=>a ~ B3 = v =g

= (Def =, 3 veces )

= ( Medio excluido, dos veces )

= (v-Dominancia, 2 veces )

(p VI =

(kp v d) A (-r Vv gq) = —(p Vv ) Vv

= ( Distr Vv/A)

(-p A r) Vg = —(pVvrIr Vvdg

( De Morgan )

-(pvr) vg = =(p VI

(=-Ident )
true

244

1 Teo: pAgAT =0p
Dem: Prueba por hipotesis
Hip: p, q, r

2]

( Hip: p )
true

2 Teo: p A = (nr vV =p) = r A P
Dem: Prueba por hipotesis
Hip: p, = (=r v —p)

true
= ( Hip: = (=r v =p) )
- (mr v ap)

( De Morgan )
—/—r A

rAp

3 Teo: (X VVYy) A (X=Y) = (x=y)
Dem: Prueba por hipotesis

v g

// A demostrar: r

( Doble neg, 2 veces )

Hip: x vy, X =Y // A demostrar: x
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P
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4 Teo: (pVvdad A (p=9g = pAdg
Dem: Prueba por hipétesis

Hip: pv g, P = g // A demostrar: p A g

Casos: p, g
p Vv q

= ( Hip: p v q)
true

Caso p:
P A Qg

= ( Hip: p = q)
P AP

= ( A-Idemp )
P

= ( Caso: p )
true

Caso g:
P Aqg

= ( Hip: p = q)
aAn g

= ( A-Idemp )
q

= ( Caso: gq )
true

I
5 Teo: p A (p =9 A (gq=>r1r) =>r
Dem: Prueba por hipétesis

Hip: p, p = 9, 9 > r // A demostrar: r
( Hip: p )
p
= ( Hip: p = g, Modus Ponens )
g
= ( Hip: g = r, Modus Ponens )
r

i
6 P =>9 A (r=>s) = (pVvr = gV s)
Dem: Prueba por hip6tesis
Hip: p = g, r = s // A demostrar: pvr = gV s

Prueba por hipétesis
Hip: p v r // A demostrar: q Vv s

Casos: p v r

PV I
= ( Hip: p Vv r )
true
Caso p:
( Caso: p )
p
= ( Hip: p = g, Modus Ponens )
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= ( Debilitamiento )

Caso r:
( Caso: r )

|
= ( Hip: r = s, Modus Ponens )
S
= ( Debilitamiento )
q Vv s
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